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集合 是 可 以 互相 区 别 的 事物 的 汇集 ， 也 就 是 具有 茶 种 特定 属性 
的 事物 的 全 体 。 构 成 一 个 集合 的 事物 称 为 该 集合 的 元 素 或 元 ， 用 大 
号 字母 表示 集合 ， 用 小 写字 母 表示 元 素 。 

x 是 集合 A 的 元 素 。 我 们 说 “x 属于 A” 记 为 xE A， x 不 是 集合 
A 的 元 素 ， 说 “x 不 属于 A”， 记 为 x 4, 

不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ， 记 为 $. 

如 果 集 合 A 中 的 元 素 都 是 集合 B 的 元 素 ， 则 说 集合 B 包 含 集 合 
4A， 记 作 B 一 4， 或 说 4 含 于 B， 记 作 ACB， 也 称 4 为 了 的 子 集 。 显 
然 ， 每 个 集合 均 含 于 它 自 身 之 中 ， 即 对 任何 集合 4 都 有 4ACA。 人 集合 
4 的 任 一 异 于 4 本 身 的 非 空子 集合 ， 称 为 4 的 真子 集合 . 

我 们 规定 空 集 是 任何 集合 的 子 集合 ， 即 对 任何 集合 4 有 VCA4. 

如 果 两 个 集合 4、B 有 ACB, 而 且 BCA， 这 时 4、B 由 相同 元 
索 组 成 ， 是 同一 个 集合 ， 称 4 等 于 B， 记 作 A=B. 

一 个 集合 关 的 一 切 子 集合 的 集合 ， 称 为 X 的 窘 集合 , 或 称 为 X 的 
子 集 能 ， 记 作 PX.。 显 然 空 集 加 及 X 月 喘 必 为 PX 的 元 素 ， 即 凡 EPX， 
XE PX。 

下面 介绍 集合 的 运算 。 用 记号 

A 二 {x] x 共有 性 质 P} / 

表示 集合 4 是 具有 性 质 P 的 元 素 的 全 体 . 

集合 {x| xEA 或 CEB)} 称 为 集合 4 与 了 的 并 ， 记 为 AUB. 

集合 {x| xEA4 量 x FB} 称 为 集合 4 与 8 的 差 , 记 为 AN\B。 当 BCA 


。 了 ，。 


时 称 差 A\B 为 B 关 于 4 的 余 集 , 记 为 C4B， 若 在 一 个 固定 的 集合 A 中 
讨论 子 集 B 时 ， 也 将 B 关 于 A 的 余 集 简 称 为 B 的 余 集 , 记 作 8B" 或 
B’. 

集合 {x| xE€ A 且 x 6€B} 称 为 集合 4 与 B 的 交 ， 记 为 4A 门 B，, 

不 难 验证 集合 的 并 《加 ) 和 交 ( 乘 ) 的 运算 满足 以 下 规律 ， 

(1)AUB=BUA，( 交 换 律 ) 

(2)A40 站 B==BN A， (交换 律 ) 

(3)4AUg=A, AUA=A. 

(4)AN $=$, AN| A=A. 

(5)AU(BUC)=(AUB)UC=AUBUC,， 【结合 律 ) 

(6)AN (BN C)=(4N1B)N C=AN BN C。《 结合 律 ) 

(7)AU(BNC)=(AUB)N (AUC). (分 配 律 ) 

(8)AN (BUC)=(ANB)U(ANC)。( 分 配 律 ) 

《9)(4UB) =403，(4n0B) = 一 4 UB2 (De Morgan 定 
律 ) 

集合 {Xx| XC A 但 x 4 B 或 XE B 但 x 4 A} 称 为 集合 合 A 与 B 的 对 称 

差 ， 记 作 AAB. 

由 定义 知 A4AB=(ANB) U(BNA), 且 AAB=BAA. 以 上 指出 对 
称 差 也 是 二 集 之 并 ,但 这 两 个 集 4\B 与 BN\\ 4 互相 排斥 ,与 任意 二 集 
之 并 是 不 同 的 ， 

者 将 集合 运算 的 并 与 交 和 代数 运算 的 加 法 与 以 法 相对 比 ， 可 以 
看 出 它们 亡 遵 循 的 规律 有 的 相同 ， 有 的 则 不 同 。 例 如 分 配 律 ( 8 ) 对 
代数 运算 是 成 立 的 ， 但 (7 ) 则 不 成 立 ， 


$1.2 群 与 环 


定义 1 如 果 在 一 个 非 空 集合 G 上 定义 了 一 个 飞 法 运算 ， 记 为 
a'b( 或 定义 一 个 加 法 运算 ， 记 为 at+b ) ， 满 足以 下 条 件 ， 
(1)a€G, bEG, 则 4a:b EG (a+b EG), 


( 2 ) 对 于 G 中 任意 元 素 4、b、c 有 
a:(b:c)=(a:b)'c (at(b+c)=(ad+b)+c), 
(3 ) 在 G 中 有 一 个 元 素 e 适合 
e:a=a:e=a, YaE€G 
( 在 G 中 有 一 元 素 0 ， 迁 合 
0 +a=a+0=a, YaE€G); z 
《4 ) 对 于 G 中 的 每 一 个 元 素 4g， 都 有 一 个 元 素 a™! €G, 使 
0.0”1 一 07 .0 一 6 
( 对 于 G 中 的 每 一 个 元 素 a ， 都 有 一 个 元 素 一 a EG， 使 得 
a+(—0)=(—a)+a= 0 ); 
则 称 G 为 一 个 群 。 元 宗 e 称 为 单位 元 素 ，a™ 称 为 a 的 道 元 素 〈 对 于 
加 法 运算 ，0 也 称 为 零 元 素 ， 一 a 也 称 为 a 的 负 元 素 ) . 
如 果 在 群 G 中 ， 对 任意 a,bEG 有 a'b==b.ala 二 b=bn+a)， 则 称 
G 为 一 交换 群 , 
定义 2 ” 设 在 非 空 集合 R 上 定义 了 加 法 运算 和 乘法 运算 满足 
(1 ) 关 于 加 法 运算 形成 交换 群 ， 即 
1) (at+b)-+c=ai+(bi+e), Va,b,c€R, 
2) atb=b+i+a, Ya,bE€R, / : 
3) ”在 R 中 有 和 零 元 素 0 ， 使 得 0 二 a=a，Va€R， 
4) ”对 R 中 任 一 元 素 a， 在 R 中 有 一 个 元 素 bp， 使 得 a+b= 0 ， 
( 2 ) 关 于 困 法 满足 结合 
0 (9:c)= (a:b)'ce, Va,b,cER, 
( 3 ) 关 于 加 法 和 乘法 满足 分 配 律 
0 (b+c)=a:b+i+a.:c, 
(b+e):a=b.:aitc:a, Ya,b,cER, 
则 称 R 为 一 个 环 ， 
例 PX 关于 代数 运算 对 称 差 A 及 交 门 形成 一 个 环 , 
解 ” 只 需 用 定义 来 验证 ， 
41 ) 自 先 验证 PX 关于 加 法 一 对 称 差 A 形 成 交换 群 . 


1) AA(BAC)= (AAB)AC, YA,B,CEPX, 
显然 ， 因 为 等 式 两 边 都 是 由 只 属于 集合 4、B、C 中 某 一 个 集合 
而 不 属于 其 它 两 个 集合 中 任何 一 个 集合 的 元 素 与 同属 于 三 个 集合 的 
公共 元 所 组 成 的 集合 ， 
2) AAB=BAA, vA,BEPX, 
由 对 称 差 的 定义 ， 上 式 显 然 成 并 . 
3) ” 空 集合 $ 是 零 元 素 ,AAb 二 $AA=A，Y AEPX， 
4) 4 的 道 元 素 即 其 自身 AAA= 力 YAEPX。 
(2) 结合 律 和 分 配 律 显然 成 立 ， 
AN (BN C)= (A418B)NC, 
AN\ (BAC)=(A(1B)A(A(I C),. 
以 上 所 给 出 的 环 具 有 以 下 两 个 特 扩 : 
( 1 ) 丰 在 单位 元 聚 X. 
因为 XN 站 A=ANX=A, vACPX, 
(2)A 站 A4=A，Y AEPX， 此 时 称 PX 为 震 等 的 . 
具有 单位 元 素 且 是 宕 等 的 环 是 我 们 今后 要 研究 的 主要 对 象 ， 


S1.3 布尔 代数 (Boolean Algebra) 


定义 3 设 R 是 一 个 环 , 若 R 具 有 关于 有 习 法 的 单位 元 e 且 是 需 等 
的 ， 即 存在 eER, 对 任意 元 素 XER 有 Xe 一 ex 一 X%, 而 且 x? 二 x, 则 称 R 
为 一 个 布尔 代数 ， 

例 1 XX 的 子 集 艇 PX， 以 对 称 差 A 为 圳 法。 以 交 门 为 乘法 ， 由 
上 一 节 讨 论 知 构成 一 个 布尔 代数 ， 记 作 ( PX,A, 由 )， 

例 2 集合 4={10.1}， 按 以 下 方法 定义 加 法 和 乘法 


+| 0 x | oi 


4， 


则 {4 ,十 ,x+ 为 一 个 布尔 代数 ， 
例 3 已 给 集合 X( 直 $$ )， 研 究 集 合 {9 ,XX}， 以 对 称 差 为 加 
法 ， 以 交集 为 滋 法 ， 则 与 例 2 完全 相同 ，{XX,A， 间 } 也 是 一 个 布尔 
代数 ， 
布尔 代数 RR 上 共有 以 下 重要 性 质 . 
(1)xtx= 0， 有 即 一 x 二 x; YXxER. 
(2 )xy 二 yx; 即 环 R 是 可 交换 的 。 
证 明 任 给 x,y ER， 由 于 R 是 罕 等 的 ， 有 有 
x 十 y 二 (Xx 十 y) ?= (xX 十 y) (Xx 十 y)=x 二 xy 十 yx 十 y， 
所 以 xy 二 yx 二 0. (1) 
在 ( 1 ) 式 中 取 y= 二 x， 得 
X“2 十 % “一 X 十 X 一 0 
性 质 (1 ) 得 证 。 
利用 性 质 ( 1 ) 有 
xy 十 XxXy 二 0 ， (2) 
由 (1)、(2) 式 ， 利 用 逆 元 素 的 唯一 性 得 
XY = YX, 
性 质 ( 2 ) 得 证 ， 


S31.4 格 


定义 4 ”集合 XX 中 的 元 素 之 间 的 一 个 关系 x<y 称 为 半 序 关系 ， 
如 采 满 足 

(1 ) 对 于 XX 中 的 每 个 元 素 x 有 XxX-<x; 

(2 )x 一 ?，? 一 x 芍 涵 x 一 ?; 

(3 )x 一 y 且 ?到 2 芍 涵 X 一 2z。 
此 时 也 称 集合 X 被 关系 “二 ” 半 序 化 .注意 在 以 上 定义 中 并 不 要 求 必 
中 的 每 一 对 元 素 x.y 都 有 x 环 ?或 y-<x， 例 如 集合 之 间 的 包含 关系 是 


一 个 半 序 关系 。 因 为 4CA4 对 任何 集合 4 总 是 成 立 的 ,4CB 及 BCA 殖 
涵 4 王 了 3. 若 4CB,BCC 则 4CC. 但 对 于 任何 两 个 集合 , 并 非 一 定 存 
在 包含 关系 ， 

以 上 关系 “一 ”也 可 读 作 “小 于 等 于 ”，a 环 8 读 作 a 小 于 等 于 
(或 a 在 b 之 前 ) 

半 序 集合 及 中 的 一 个 子 集 {a。}、 称 为 一 个 链 ， 如 果 对 于 该 子 集 
中 的 任意 两 个 元 素 a，0s 都 有 a。 环 0* 或 as -<a。. 

若 了 是 半 序 集合 和 的 一 个 子 集 ， 如 果 存 在 一 个 元 素 4EX， 使 得 
对 中 的 每 一 个 元 素 及 有 hu， 则 称 4 为 集合 HH 的 上 界 。 自 然 要求 妈 
和 五 中 的 每 一 个 元 素 是 可 比较 的 。 同 理 ， 大 存在 ! EX， 使 得 对 于 殖 
中 的 每 个 元 素 及 有 1-<h， 则 称 1 为 hk 的 下 界 。 如 果 上 界 的 集合 中 有 
一 个 最 小 元 素 ， 则 称 该 元 素 为 互 的 最 小 上 界 ， 记 作 1ubpH， 同 理 ， 下 
界 集 合 中 的 最 大 元 素 称 为 HH 的 最 大 下 界 。 记 作 gLbH.， 

定义 5 如果 一 个 半 序 集合 中 的 每 一 对 元 素 (x,y ) 都 有 一 个 
最 小 上 界 和 最 大 下 界 ， 则 该 半 序 集合 称 为 一 个 格 ， 

(x*,y ) 的 最 小 上 界 记 作 xVy>，(x,?) 的 最 大 下 界 记 作 x 和 人》 

由 以 上 定义 知 ， 所 谓 z=xVy (z= 二 x 和信 y ) 是 指 z 满 足 

(1)x<z, yz (2<xX,ZAY ); 

( 2 ) 若 x 环 &，?7 环 1 网 zz 到 (在 8 到 X，U 到 7》， 则 v 一 z ) 。 

车 在 布尔 代数 R 上 ,将 “xy” 定 义 为 xy=X， 则 R 是 半 序 的 ， 
因为 容易 验证 “一 ”是 一 个 闭 序 关系 

(1 ) XXX 一 X%2 一 X， 所 以 X-4X。 

(2°) X 一 7 之 X ?一 X， 

yAX%x * y=y, 
所 以 x=>， 
(3’°) xAyxy=xX, 
yAz>yZ=Yy, 
又 xzZ 二 XYyz 二 XY 二 XxX， 让 Xx 琵 z， 
命题 关于 “<” 布 尔 代数 R 是 一 个 格 . 


证 ”只 和 需 证 对 任意 二 元 素 x,y ER， 都 存在 XVy、x 作 y. 
瘦 先 证 明 xAy 王 xy。 只 需 用 最 大 下 界 的 定义 来 验证 ， 
(1 ) xy :X=Xx .Xxy 二 XxX:y 二 Xy， 所 以 xy -<xX. 

XxXy * y=Xxy’=Xy, 所 以 xy 到 7。 
(2 ) 大 一 X，& 环 y。 则 

UXY=UX * y= 二 Uy = ， 故 WW 3XY.。 
即 xy 为 最 大 下 界 ，Xx 八 y= 二 xy， 

再 证 明 xVy= 二 x 十 y 十 xy. 
(1'°) (xTty+xy)x=x’+txy+xy=x, 


所 以 X 一 X 十 ?十 X?; 
同 理 ，(x 十 y 十 xXy)y 二 xy 十 y? 十 XY 二》， 
所 以 y 一 X 十 ?十 X7。 


(2) 大 x<u，,，y<u 出 
&fX 十 ?十 xy) 一 1LX 十 87 十 ULXY 一 % 十 ?十 X7， 
所 以 x+ytxy Au, 
即 x 十 y 十 xy 为 最 小 上 界 ,，xVy 二 x 十 yy 十 xy。 
又 由 xER，yER 知 x 十 yER, xyER, 故 x 十 y 十 xXyE€R， 
即 x 人 YER，xVyER， 所 以 R 是 一 个 格 。 
例如 ，§ 1.3 中 例 1 指出 (PX,A, 门 ) 为 一 个 布尔 代数 . 又 集 
合 间 的 包含 关系 为 一 个 半 序 关系 , 显然 4CB， 当 且 仅 当 4[18=A, 
显然 A4,B 的 最 小 上 和 者 为 AUB。 用 A 及 (表示 有 
AUB=(AAB)A(AN B). 
又 A,B 的 最 大 下 界 为 A 人 B， 故 (PX,A,[| ) 为 一 个 格 . 
在 格 R 中 再 定义 如 下 的 运算 ， 对 于 xX ER 定义 
XxX’ 一 X 十 e， 
其 中 e 为 R 的 单 位 元 素 。 
由 定义 有 
x 十 X“ 一 X 十 X 十 e 一 e， 


xX. XxX’ 一 X(X 十 e) 一 X 十 X 一 0 。 


了 Tm i 


容易 看 出 这 种 运算 相当 于 PX 中 的 余 集 运算 。 若 4EPX， 显 然 
AAA’ =X，AnA' =5. 


可 以 证 明 ; 


(xX 人 y) =x’ VY’; 


(xV3?) =x’ 人》 。 
也 称 为 De Morgan 定 律 . 


$1.5 极 大 理想 


以 下 用 RR 表示 一 个 布尔 代数 ， 且 在 其 上 半 序 关系 “x-《y” 定 
义 为 xy 二 x， 定 义 运 算 x/ 二 x 十 e。 由 以 上 讨论 知 R 为 一 个 格 且 
X 人 y 一 Xy)， XV3y 一 X 十 y 十 Xy。 
定义 6 设 ICR 满 足 


(1) 若 x,yETI， 则 xyET， 即 7 对 加 法 是 封闭 的 ; 
(2") 若 xXEI，z ER， 则 xzE€1， 
那 末 工 就 叫做 一 个 理想 


注意 ， 理 想 比 子 环 要 求 要 强 ， 对 于 子 环 只 要 求 当 x,zETI 时 
xXzEGI， 故 理想 必 为 子 环 ， 

定理 1 I 是 一 个 理想 的 充 要 条 件 为 

(1) x,y€1 则 xVyET， 


(2) xEI, z-<x, 则 zEI, 


证 ”必要 性 ， 即 由 定义 6 的 (1 ),(2°) 成 立 , 证 明定 理 中 的 
(1),，(2) 也 成 立 . 


设 x,yE€1， 由 (1°) 有 x 十 yE1, 由 (2') 有 xyE€1, 又 xV ?7 一 x 十 
> 十 xy， 再 利用 (1 7) 得 xVyETI， 即 定理 中 (1 ) 成 立 . 


设 z 了 XxX， 故 zx 二 z。 又 XE1，zER, 由 (2) 知 xzEI 即 zE€l? 
故 定理 中 ( 2 /成 立 。 


充分 性 由 定理 中 (1 )、( 2 ) 证 定义 6 中 (1°)，(2'). 
设 x,yE€1， 由 (11) 向 XVyE1, 又 
。 8 。，。 


(x+y)(xVy)= (x+y) (x+yt+xy) = (x+y) + (x+y)xXy 
二 xX 十 y 十 XY 十 XYy 二 Xx 十 ，; 

即 x 十 y<xVy， 由 (2 ) 知 x 十 yE1， 即 定义 6 中 (1 ) 得 证 ， 

苦 xE1I，zER，xz:Xx 一 X22 二 xz, 故 Xz 夷 XxX. 由 (2) 知 xzEIl. 
即 定义 6 中 (2°) 得 证 . 

定义 7 了 设 M 是 一 个 理想 ， 如 果 M<R 且 若 N 是 一 个 理想 而 且 
NM， 必 有 N= 二 R 或 N= 二 M， 则 称 M 为 一 个 极 大 理想 . 

由 定义 可 以 看 出 不 可 能 有 一 个 极 大 理想 包含 单元 e。 因 为 右 1 
为 一 个 极 大 理想 且 e€ I， 则 由 理想 定义 入 ， 任 取 x€R 则 xe 二 xC1， 
于 是 1 一 R， 与 极 大 理想 定义 不 人 符 ， 

我 们 用 . 妈 表 示 R 的 所 有 极 大 理想 的 集合 ,自然 需要 证 明 . 妈 是 非 
空 的 。 这 可 由 以 下 定理 得 出 . 

定理 2 对 于 任意 的 XER， 若 x #? 则 存在 一 个 包含 x 的 极 大 理 
想 M， 即 存在 ME.28 且 xE€M. 

证 ”分 两 步 证 之 ， 

首先 考虑 所 有 包含 x 而 不 包含 e 的 理想 所 构成 的 集合 2 .4 是 
非 空 的 。 事 实 上 ， 令 

| 1,= {yx ly€ER} 

则 1, E22， 因为 当 取 y= 二 e 时 yx 二 ex 二 XE€1, 即 XE1,。 又 右 yxXE€1,， 
zxXE€1,， 则 yx 十 zx 二 (y 十 z)xXE1,,。 若 yxXE1,, Zz ER， 则 2z (yx)== 
(zy)xXE1,。 故 1 是 包含 x 的 理想 。 通 常 称 1, 为 包含 x 的 主 理想 ， 

再 证 明 .2 有 极 大 元 素 , 即 M 存 在 。 这 里 要 用 到 Zorn 引 理 ， 

Zorn 引 理 设 2 是 半 序 集合 ， 儿 非 空 。 若 在 全 中 任 取 一 个 链 
必 具 有 上 确 界 ， 则 2 有 极 大 元 党， 

儿 按 集合 包含 关系 是 半 序 的 ， 在 终 中 任 取 一 个 链 {1。}。 现 证 
{1。} 有 上 界 。 作 

1 =UI], 


显然 ， 对 一 切 z 有 1 汪 1,. 今 证 1 也 是 理想 .事实 上 , 右 *€ 1,y€1， 
0 +， 


则 必 存 在 某 个 a 和 B 使 得 xE1。，yE€1s， 由 于 {I 小 是 一 个 链 ，1,， 
sy 必 有 包含 关系 ， 不 妨 设 IsCI,， 则 x€1s.yE€1s， 又 1s 是 理想 ,所 
以 x 十 yEIs， 由 此 知 x 二 yEI。 - 

又 右 XE1，z ER， 则 必 存 在 某 个 7 使 XETy。 所 以 zxE€1,， 即 
zxE€EI, 

由 以 上 讨论 知 1 为 理想 又 xXE1。 故 XE€1. 有 是 eg1。，YQ， 故 
e 和 区 1 所 以 IE24， 即 链 {7 有 上 界 1。 

由 Zorn 引 理 类 2 人 必 有 极 大 元 素 M. 

又 若 N 为 包含 x 的 理想 ，N 汪 ME 有 EN 关 *， 则 N E28， 但 M 是 极 大 
元 守 ， 故 N= 二 M。 所 以 M 是 一 个 羽 大 理想 ， 邵 ME.NMN 且 xE€M.， 定理 
得 证 、 

定理 5 省 x,yER，xs#y， 则 必 有 极 大 理想 M， 使 得 xENM 而 
y EFM; 或 者 x MiyY EM， 

证 首先 指出 xYV? 和 x Vy 中 至 少 有 一 个 不 是 e。 因 为 寿 xXVy 
二 e 且 x’ Vy 二 e， 则 

y=ye=y(xX Vy )=y(x+y +xy’ )=yxyy’ 二 yxy = YX, 
且 x=xe=x(x’ Vy)=x(x’ 十 ?十 % y)=xy= yxX, 

所 以 x 二 y， 此 与 题 设 X 关 yy 矛盾 . 

放 不 妨 设 XVy 类 2, 由 定理 2 知 , 必 存 在 极 大 理想 M ,使 XVy’E€ 
M， 但 XKxVy’ ， 所 以 xEM， 同 理 有 ?7 EM， 

但 是 大 多 EM 则 y FM， 否则 有 e 二 yVy’ EM， 于 是 M==R 与 M 
是 设 大 理想 矛盾 ， 定 理 得 证 ， 

定理 4 ” 阁 M 是 极 大 理想 ， 则 对 于 一 切 x*ER， 或 者 xEM 或 者 
X EM. 

证 ” 任 取 x€R， 有 四 种 可 能 情形 ; (1)x€EM, x’ EM (2) 
“EM x ¢M, (3)x¢M, x’ EM, (4)x¢M, x ¢M. 

显然 情形 ( 1 ) 不 能 成 立 , 因为 车 x*EM，x’ EM， 则 e==xVx E€ 
M。 与 M 是 极 大 理想 有 矛盾. 

”再 证 明 情 形 ( 4 ) 亦 不 能 成 立 ， 若 x 允 M， 作 集合 
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N= {zx 十 m| zER， mEM} 
则 六 是 一 个 理想 ， 因 为 行 zx 十 mi EN, zx 十 m, EN 
则 (〈zix 十 Wi) 十 (z2X 十 由 0) 一 (zi 十 zz)X 十 (十 fs )EN， 
又 任 取 zx 十 mEN 及 yER, 则 >zER，ymEM， 故 
y(zx+m)= (yz)xt+ymEN, 
故 六 为 理想 。 

又 xEN， 因为 取 z 一 e， 则 ex 十 0 一 xEN， 而 xz 各 M 所 以 六 大 M. 
因为 m EM 且 m==0:x 十 m EN， 所 以 MCN.。M 是 极 大 理想 ， 故 N= 二 
R。 即 e 可 以 写成 

e 一 20X 十 所 0， 
其 中 zx。 ER，PmocEM， 由 此 得 出 
xX’ =X’e=x’ (zoxtmo)=x’ mo EM. 
好 由 xM 推 出 x EM，、 可 见 ( 4 ) 是 不 能 成 立 的 故 只 有 情形 (2) 
或 者 情形 ( 3 ) 成 立 。 定 理 得 证 . 


$1.6 布尔 代数 的 同 构 有 映射 


定义 8 设 S 和 和 S 是 具 有 两 个 代数 运算 (加 法 和 乘法 ) 的 系统 ， 若 
有 一 个 映射 使 s 中 每 个 元 素 a， 都 存 在 $ 中 的 元 素 a 与 之 对 应 ， 且 
保持 代数 运算 。 即 满足 . 


ama, bb—>a+boati+b,a.bo oa.b. 


则 称 此 映射 为 同 态 映射 ，S 称 为 5 的 一 个 同 态 像 ， 如 果 这 个 映射 又 
是 I-1 的 ， 则 称 此 映射 为 同 构 映射 . 
本 节 将 研究 布尔 代数 R 的 表示 法 ，2 给 出 R 与 其 极 大 理想 集合 .4 
之 闻 的 关系 ， 对 于 R 中 的 每 一 个 x， 作 .NV 的 子 集 合 四 
WM,={MEN lx ¢ M}. 
由 定理 2，3、4 知 ， 当 x¥%y 则 NM ,A 1, 目 W :也 可 定义 为 
Ms= {MEN EM) : 


ee 1 ， 


WW 具有 以 下 性 质 . 
(1) AM ny = AM ,Hs. 
证 MEANM sn 一 xX 人 yyEM 一 >x4M 且 y 4M( 因 为 x 人 ?一 

X ，X 人 ?一 7) 一 >>ME.N 日 ME.N， >ME.A NM. 

所 以 .7C.N NN,. 

反之 . ME.bt MN =>x FMHyEM=—>x’ EM Hy EM 
—>x’ Vy EM>(xXNY) EM—>xNyE M—> MENM ns. 

即 MM EM ng. 证 毕 . 

( 2 ) MM vy =A UMN. 

证 ME.N vyEX VYEMEOOxXE MyE MES>MEN., 

或 ME.N ,< 寺 >ME.NMN ,UNMNy， 证 毕 ， 

(3) (NM) = NM, 
证 ME.NM,' > X EM €> EM <> Me， 二 > 

ME (.。) 

(4) Msi = A NM s. 

证 ”由 x“ 的 定义 知 

Xxy’ YX y=Xxy 十 X yxXy .Xx y=Xxy 十 X y=xt{y 十 e) 十 
十 (x 二 Te)y= 二 xy 十 x 十 xy 十 y= 二 x 十， 

所 以 Mr = Ms ys = A UA = AM nr UN 7A8 
=(NM, [|My ') U(Ms NA) = (M,N (M1) ) U (HM;) NM) 
=AM ANA ys, 证 毕 . 

现在 考虑 布尔 代数 R 及 .MV 的 子 集 艇 PN 之 间 的 映射 ， 
xX<>NM, 

则 由 定理 3 、4 知 ， 帮 x 关 7?， 则 .《: 基 .NA 5, 妈 映 射 是 一 一 对 应 的 。 

又 由 8$81.3 例 1 知 (P.& ,A, 们 ) 是 一 个 布尔 代数 。 故 由 以 上 性质 

(1)、(4) 即 | 

MM N= M,N 
MM t= MAM, 
知 映射 保持 弱 法 与 加 法 运算 ,所 以 x<->.W ,为 R 和 PN 之 间 的 同 构 
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映射 。 得 以 下 定理 , 

定理 5 映射 x<< 一 >.2V ,是 将 R 映 射 为 PWV 的 同 构 映射 . 

这 个 定理 指出 如 何 将 布尔 代数 R 典 入 极 大 理想 集合 P.&， 使 抽 
象 的 系统 RR 得 到 具体 的 表示 ， 

对 于 每 一 个 xER， 还 可 以 考虑 将 极 大 理 起 集 合 . 女 映 到 $1.3 
例 2 所 给 的 最 小 的 布尔 代数 {0.1} 的 映射 Xx， 


作 \ 4 ， X 人 Mi 
xX (MI) 一 
、 1, x¢M 
(1) xxy 则 x 关 yy。 显然. 
(2 ) (x 于?) 一 2 十 3 
入 0, x+yEM,;, 
证 (x++y) 00 -| 
1, x+y¢4M. 


大 x 十》EM，, 则 MMs49 二 NM, 八 My， 故 或 者 M 4.NM, 同 时 M 
ENM1; 或 者 ME.b。 同 时 ME.NMN:。 由 此 知 
X 十 y》EM 一 > x CEM 同时 EM, 或 者 x 4 M 同 时 y EM 


当 xEM 则 x(M)=0,yEM 则 2(M)=0， 


所 以 〈x 十 ?>) ~ 一 天 十 = 0 、 
当 x4gM 则 x(M)=1,y¢M 则 yY(M)=1， 


所 以 (x+y) =*+y》=0. 
大 x+y¢FM=—>xEM, y4 M; 或 x4M, yEM., 


* EM, x(M)=0, y¢M, 9(M)= 1. 所 以 
: ~、 (x 十 ?) =x+y=1. 
XxX 4M, xX(M)=1, »EM, y(M)=0。. 所 以 
(x 十 ?) 一 % 十 一 1 
(3) (x yy) =x y》， 证 明 与 (2 ) 同 ， z 
ss 13 。 
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以 上 性 质 说 明 映 射 {x (M)} 所 构成 的 集合 保持 加 法 与 乘 法 运 
算 . 
(4 ) 映 射 x(M) 的 核 记 作 K 一 (MI x (M)= 0}， 则 由 .的 
定义 知 
K2? 一 (2 一 .mp。 ， 
同 理 映 射 x?(M) 的 核 为 K、, = (4 ,1) 一 .AZ 


$1.7 拓扑 空间 与 可 测 空 间 


定义 9 集合 X 的 子 集 能 rC PX 称 为 和 上 的 一 个 拓扑 ， 者 r 基 有 
”如 下 三 个 性 质 ， 

(1)$€7rt, XET, 

( 2)U,V ETMWUN VET, 

(3 ) 若 {Vs}(a€ 4) 是 r 的 元 素 的 任何 集 纪 , 则 UV。 Er。 


若 r 是 X 上 的 拓扑 , 则 XX 称 为 拓扑 空间 ,县 tr 的 元 素 称 为 X 的 开 集 . 

大 X 和 Y 为 拓扑 空间 , 了 是 和 到 Y 内 的 上 映射 ， 若 对 Y 的 每 一 个 开 
集 了 ， 广 !(Y) 是 瑟 的 开 集 ， 刚 称 了 为 连续 的 。 

定义 10. 设 基 是 拓扑 空间 , 集 kKCCX ,如 果 天 的 每 个 开 覆盖 包 
含有 限 子 覆 盖 ， 即 若 存 在 开 集 簇 {U。}，cxEA4， 使 得 U UK, 必 
存在 和 的 有 限 子 集 F， 使 U ,U。 二 K， 则 称 开 为 紧 集 合 . 
”如 果 X 本 身 是 紧 的 ， 则 称 X 为 紧 空间 ， 如 果 久 的 每 一 点 有 一 个 
邻 域 ， 且 该 邻 域 的 闭 包 是 紧 的 ， 则 称 X 为 局 部 紧 空 间 . 

定义 11 若 并 是 一 个 拓扑 空间 ， 如 果 对 于 任意 PEX，qEX， 
pd, 可 以 找到 开 集 U0, EX，U, EX， 使 得 pED,. aE€U, HU,N 

二 J$， 则 称 基 为 Hausdorff 空 间 ，。 : 

” 吹 氏 空间 R" 的 紧 子 集 就 是 有 界 闭 集 ,R* 是 局 部 紧 的 Haus- 
dorff 空 间 ， 而 且 每 个 度量 空间 也 是 Hausdorff 空 间 ， 

定义 12 ”集合 X 的 子 集 答 乌 PX 称 为 X 的 一 个 a 一 代 数 ， 共 2 
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其 有 如 下 性 山 ， 
(1)XEF, 
(2) 寿 4E 儿 ， 则 4 6E8Y ,其 中 4 一 XN\4; 


(3 ) 符 4,E 多 ， 1 一 1.2… 则 4 一 [JJ 4.e 稀 ， 


若 .多 是 X 的 cc 一 代数 ， 则 称 怀 为 可 测 空间 ，. 多 的 元 素 称 为 X 的 
可 测 集 ,为 更 明确 起 见 , 通常 用 (和 ,多 ) 记 可 测 空间 . 

若 X 是 可 测 空间 ，Y 是 拓 扑 空 间 ，j1 是 和 到 的 映射 , 若 对 每 一 个 
开 集 V EY,f7!1(V) 是 XX 的 可 测 集 ， 则 称 了 为 可 测 的 ， 

定理 6， 若 .yt 是 X 的 任意 子 集 族 ， 则 在 X 内 存在 一 个 最 小 的 o 一 
代数 .天 *， 使 得 .oC. 严 。，， 

证 ， 令 .WV 是 X 内 所 有 包含 .x 的 o 一 代数 多 的 集合 ， 

.好 ={ 罗 | 多 是 和 的 5C 一 代数 ， 且 .多 二 .o)， 
因为 PX 是 X 的 一 个 ac 一 代数 且 .ozCPX， 所 以 .YM 是非 空 的 ， 设 , 多 "为 
所 有 .多 €. 如 的 交 . 
_ 门 >. 
FER 

则 .多 ' 含 于 每 一 个 包含 .2 的 o~ 代 数 中 ， 下 面 证 明 多 "是 o- 代 数 。 … 

(1)XE 多"。 显 然 ， 因 为 XE 儿 ，YZ EN， 

(2) 若 AE.F"， 则 AE.F，YV .FE.NV， 由 于 .多 是 o- 代 数 ， 故 
A'EF, YFENM, UAES', 

(3) 丰 A EF ,n=1,2..., MAEF, VFEN, n=1,9, 
…， 故 UA,EF,， VFEN, 所 以 UA,EF*. : 

这 就 证 明了 .多 是 包含 .oz 的 最 小 的 c- 代 数 ， 也 称 多 "为 由 .oy 生 
成 的 oc- 代数 . | 

定义 15。 设 X 是 拓扑 空间 ， 在 X 内 存在 一 个 最 小 的 c- 代 数 多 
使 得 X 内 的 每 一 个 开 集 都 届 于 允 (定理 6 ) . 称 多 内 的 元 束 为 X 的 
Borel 侍 。 
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由 以 上 定义 知 ， 义 中 的 闲 集 是 Borel 集 ， 因 为 闭 集 是 开 集 的 余 
集 ， 且 闭 集 的 一 切 可 数 并 及 开 集 的 一 切 可 数 交 都 是 Borel 集 ， 闭 集 
的 可 数 并 称 为 F, 集 ， 开 集 的 可 数 交 称 为 G, 集 , 

因为 乡 是 oc- 代数， 可 以 将 X 看 成 一 个 可 测 空间 ， 妈 (X， 多 ); 
此 时 多 集 起 着 可 测 集 的 作用 。 者 Y 了 是 任意 拓扑 空间 ，f: X 一 Y 是 X 
的 连续 映射 ， 由 定义 ， 对 了 的 每 一 个 开 集 VV，jm!1(V)E€ 多 , 妈 X 的 每 
个 连续 映射 是 Borel 可 测 的 . 

定义 14， 设 多 是 X 上 的 一 个 a- 代 数 ， 洲 对 于 每 一 个 4AE 多 ， 有 
一 个 实数 L(A) 与 之 对 应 ，0 三 L(A4) 志 十 co， 且 满足 以 下 条 件 ， 

(1)4($)= 0, 

( 2 ) 对 于 任何 {A,} EF ， 当 m 关 nhn，A。 门 A, 一 $5， 有 


p(TJ4,)= > 4(4,) (可 数 可 加 性 )， 


辣 呈 1 起 更] 


则 称 4 为 多 上 的 一 个 正 测度 ， 人 简称 测度 ， 

一 个 可 测 空间 (X，. 多 ) 具有 定义 在 玫 上 的 正 测 度 4 记 作 
(X，.Y ,4 ) ， 称 为 一 个 测度 空间 ， 

定理 7。 设 4 为 o- 代 数 多 上 的 正 测度 ， 则 

(1 ) 若 4,，…，4, 均 为 多 的 两 两 不 相交 的 元 到 ， 
则 LAU UA,)=4(A1) + +A(A,). 

(2) 如 果 A EF，BEZ, 且 ACB, 则 L(A)<V(B), 


(3) 若 A==【」4,, 4,E 多 且 


| 
ACACA:C. 


则 当 n 一 时 4(4,) 一 4(A)。 
(4) 车 A= [14,，4,EF, 是 


色 叶 1 


A,SAsDAs DD 
L(A 1) 为 有 限 数 ， 则 当 n 一 时 4(4,) 一 4(4)， 
。16 。 


证 (1) 在 定义 14 的 条 件 (2 ) 中 ， 取 4。 一 4 一 … 一 ! 
即 得 之 。 

(2) B=AU(BNA). HAN(BNA)=#$， 则 由 (1) 
得 4(B)= H(A)+H(BNA)> L(A). 

(3) 令 BI= 二 Al, B, 二 A,N\A,-1， hn 二 2，3,， …， 则 
B.E ,上 且 当 Y Fj 时 BN Bj= $6 .A,=B, UUB,, A= [1]B.. 


{=f1 


由 (1) 知 ，u(4,)= > 4(B), 又 由 测度 定义 知 L(A)= 


de 
i=1 


0 


这 4(B1)， 由 无 穷 级 数 和 的 定义 得 ( 3 ). 


(4) 令 C,=AINA,， 则 C1,CCsCCsC"， 
uC,)=4(A)—u( A,). 

又 Ai;、\44 二 UC,， 于 是 由 ( 3 ) 得 

A(A)—H(A)=u(A NA)=limu(C.)=4(A.)—limu(A,). 
即 得 (4 ). 

定义 15， 设 1(x) 是 定义 在 可 测 空间 X 上 的 实 函 数 ， 若 对 于 任何 
有 限 实 数 ag， 集 合 {xEX1I(x) 之 qj} 是 可 测 集 ， 则 称 f(x) 为 可 测 桥 
数 。 在 可 测 空间 X 上 ， 值 域 仅 由 (0 ，) 内 有 限 个 点 组 成 的 函数 s， 
称 为 简单 函数 . 

若 简单 函数 * 的 值 是 al ,as，…，as， 且 令 4 一 {x SGx) 一 ai 


则 显然 
$ 一 > CiX at。 


其 中 X#Y 4 是 4 的 特征 函数 。 邵 
入 当 xEA， 
p 


0 ， x$¢ A, 
定义 16。， 若 多 是 集 X 上 的 o- 代 数 ，4 为 安 上 的 正 测 度 ，s 是 XX 


17 。 


TH 二 和 


上 的 可 测 简单 函数 


$ 一 > aiX4 。 


im 


如 有 果 互 E. 多 ， 定 义 积 分 
| sar= >, Qi Ai 互让， 


eali 


若 f{: XX 一 (0 ,co) 为 可 测 函 数 ，EE.， 则 了 在 B 上 奖 于 测度 4 
的 Lebesgue 积 分 定义 为 


| fdu=sup| sdu. 
» E 


其 中 上 确 界 取 刀 所 有 使 得 0 委 s 委 了 的 简单 可 测 函 数 s， 

由 以 上 定义 显然 有 以 下 命题 ， 其 中 出 现 的 荔 数 和 集 都 假定 是 可 
测 的 , 

(1) 若 0 委 j 委 8g， 则 | jdn<) san， 


(2 ) 如 果 4CB，f 之 0， 见 | du< (ia, 
(3 ) 若 ff 之 0，5c 为 带 数 ，0 志 ccc， 则 
人 cfdu=。 | fan. 


(4) 若 f >0， 则 | 7du 一 | fxzde. 
另外 ， 在 f(x) 二 10， VxEE, 即 使 K(B)= -< ,我 们 约定 | fd4= 


0 ， 同 样 ， 若 L(E)= 0， 且 f(x)= cc， VxEE 也 有 | 1du= 0 


下 面 给 出 几 个 重要 的 定理 ， 
定理 8 ( Lebesgue 单调 收 铭 定理 ). 设 {f,}:X 一 0，%) 是 
一 个 X 上 的 可 测 函 数 序列 ， 且 满足 四 
(1)0 f(x) Ef (XE, VxEX, 
(2) 当 n 一 oo 时 ，f,(x) 一 f(x)，YV xEX,， 
则 了 是 可 测 的 ， 且 当 n 一 ce 时 
:sia。， 


| fa 一 | ran. 


定理 9 (Fatou 引 理 ) 。 如 果 f,，X 一 (0，o) 是 可 测 的 ，n = 
1，2，…; 则 


: | im inf fo) du<lim inf | 1 .d14。 
定理 10， 若 j X 一 (0，co] 是 可 测 的 ， 且 
P(E)=| .fan (EEZ) 
则 9 是 多 上 的 一 个 测度 ， 且 
| gav= | gfap. 


对 值 域 在 (0,cc) 内 XX 上 的 任 一 可 测 函 数 8 成 立 . 

还 可 以 在 测度 空间 (XX， 多 ，4) 上 考虑 复 函 数 的 积分 ， 若 
1(x) 二 w(x) 十 iv(x)， 其 中 w 和 vw 是 X 上 的 可 测 函 数 ， 也 就 是 f(x); 
XC (复数 域 ) 是 X 上 的 复 可 测 函 数 ， 定 义 L! (XX，K )， 


Li(X, ={f, X=C 可 测 | | WH du<}. 


L!( 驴 ，HW) 中 的 元 芭 称 为 Lebesgue 可 积 函 数 . 
大 ELiI(X，H)， 了 二 wu 十 iv， 对 每 一 个 可 测 集 上 E 定 义 


| fap= [uran— {dnt | an: [van. 


其 中 w+ 二 max {(， 0 ) ， Ww =max(—u, 0 ) 即 w 的 正 部 和 负 部 ， 
v*，vy" 分别 为 v 的 正 部 和 负 部 . 
定理 11， 若 j EL1(X，4)， 则 


| fa < | du. 


919 ， 


人 


定理 12 ( Lebesgue 控制 收 合 定理 ) ， 者 {f,} 是 X 上 的 复 可 测 
函数 序列 ， 满 足 
(1) f(x)=limf,(x), VxEX, 


( 2 ) 存 在 一 个 函数 gEZL1(CX，A)， 使 得 
| fxX) 和 gxX). VXERX, hh=1l, 2, 3 
则 ff EL!i(X,，4), 且 


lim | If,—f ldu=0, 


于 十 有 lim | ran=| san. 


S1.8 Borel 测 度 


定义 17， 集 合 X 叫 作 数 域 K 上 的 一 个 线性 空间 ， 如 果 下 列 条 件 
成 并 : 
( 1 )X 是 一 个 可 交换 的 加 法 群 ， 
《2 ) 对 于 每 一 个 x EX 及 每 个 wE 天 ,总 有 X 中 的 一 个 元 素 与 之 对 
必 ， 记 作 cx， 即 定义 了 数量 乘法 ,满足 
1 :x= %,， 
对 任何 a， PEK，xX，》EX， 有 
a (x+I)=axt+aoy, 
(十 pp)XxX= 王 ax 十 OOx， 
(a PB)xX=a(px). 
若 K 为 复数 域 C， 则 称 XX 为 复线 性 空间 或 复 向 量 空间 。 若 K 为 
实数 域 R， 则 称 X 为 实 线 性 空间 
线性 空间 X 到 复数 域 C( 这 是 最 简单 的 向 量 空间 ) 的 映射 4， 
自满 中 
A(ax+pPy)=a/Ax+B/Ay, Vx, yEX, a, PEK, 
让 20 . 


称 .4 为 一 个 线性 泛 函 ， 线 性 泛 函 就 是 X 上 满足 以 上 所 示 的 条 件 的 一 
个 复 函 数 . 
例如 工 !(X， 苞 是 一 个 线性 空间 ， 而 上 映 射 


f 一 >| fap 


是 工 !(X，2) 上 的 一 个 线性 泛 项 ， 

定义 18。 设 了 是 拓扑 空间 X 上 的 复 函 数 ， 集合 {x |f(x) 站 的 
闭 包 ， 叫 做 了 的 支 集 ， 记 作 Suppf， 即 

Suppf= {xEXII(xX) #0} 

在 X 上 具有 紧 支 集 的 连续 复 阔 数 的 总 体 记 为 C.(x)。 容 易 验 证 
C.(x) 是 一 个 线性 空间 . 

定理 13。〈( Riesz 表 示 定 理 ) 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ? 
/1 是 C.(X) 上 的 正 线性 泛 函 ， 则 在 X 上 存在 一 个 包含 XX 的 一 切 Borel 
集 的 c- 代 数 .多 ， 并 存在 多 上 的 唯一 正 测度 &， 使 得 


(1 ) 对 每 个 /Eco(x)，Af=| fqn 


( 2 ) 对 每 个 紧 集 KCX,4(K)<oo， 

( 3 ) 对 每 个 EE 多 ，H(E) 二 inf {4(V) IECV, V 是 开 集 }. 

( 4 ) 对 每 个 开 集 E 和 每 个 BE. 多 且 4(E) 过 co， 有 

LW(E) 二 sup{4(K)，KCE，K 是 索 集 }。 

(5) 若 FE. 多 ，A4ACE， 且 4A(E)=0， 则 ACE. 

定义 19， 定 义 在 局 部 紧 Hausdorff 空 间 X 的 全 体 Borel 集 所 成 
的 co- 代 数 上 的 测度 4 称 为 X 上 的 Borel 测 度 。， 行 Borel 集 ECX 且 
ACE) 一 inf{A(Y) IEBCY，V 为 开 集 }， 则 称 B 为 外 正则 的 , 若 ECX， 
H(E) 二 sup{L(K) IKCE,K 为 紧 集 }， 则 称 E 为 内 正则 的 ， 如 果 X 内 
的 每 个 Borel 集 同时 是 外 正则 和 内 正则 的 ， 则 称 Borel 测 度 4 为 正则 
的 ， / 

定义 20。 寿 拓扑 空间 的 一 个 集 E 满 足 


E= (jE,, 了 ,为 么 集 ， KK 一 1，2，…， 
Fel 


。21 。 


rp ee i ee 7 Pi . . 


则 称 E 为 o- 紧 的 ， 举 测度 空间 的 集 E 满 足 


E= (jE,, UW(E)<™, Kk=1, 2, op 


k=1 


则 称 E 具 有 co- 有 限 测度 ， 
定理 14( Lusin 定 理 ) ， 设 X 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ,4 是 
X 上 的 正则 Borel 测 度 ， 了 是 X 上 的 复 可 测 函数 ，A(4)<coe， 如 果 
x 儿 A，J(x) 二 0， 任 给 e 汪 0， 则 存在 一 个 gE€ Cece(X)， 使 得 
u({x Jf (x) 3(x)}) <e, 
并 且 总 可 以 使 
sup le (x)| 入 sup f(X)| 。 


$1.9 天 空间 
定义 21，X 是 一 个 具有 正 测 度 4 的 测度 空间 。 了 了 ，X 一 C 是 X 上 
的 可 测 函数 ， 对 于 1 过 P <co， 满 足 条 件 
| f(x) Pdu< co 
的 可 测 函 数 f(x) 的 全 体 ， 记 为 L*(X，4) 或 简 记 作 L?(C4)。 色 
Lr(X, 4)={f:X=C | 可 测 且 | (x) Pdh<o0}. 
又 定义 
1 人 = 人 A dp 


称 | f | 为 了 的 已 一 范 数 ， 

符 玉 中 两 个 元 素 帮 xz 和 8(xX) 在 和 上 几乎 处 处 相等 , 则 1 1 一 g > 
二 0， 记 f~g 当 且 仅 当 丰 f 一 g ,二 0， 显 然 这 是 L?(X，4) 内 的 一 个 
等 价 关 系 。 通 过 这 个 等 价 关 系 ， 将 L7(X， 必 分 成 各 个 等 价 类 ， 每 
一 类 都 由 一 切 与 给 定 的 一 个 函数 等 价 的 函数 所 组 成 ， 

对 于 P= 二 oo0， 定 义 


* 22 4 


1 =inf{alu({xEXIICx) >a})=0} 
为 1{x) 的 本 性 最 大 范 数 ， 阁 {a |K({x EX |f(x)| 之 a}) = 二 0}) 为 空 集 ， 
风 命 fa。 二 ~， 
定义 L"( 义 , “4H) 为 ， 
L*(X, 4)={f: X= C1 可 测 , 且 上 上 。 志 吕 }。 
下 面 讨论 L*(X，4)，1 P< 的 性 质 ， 先 给 出 两 个 重要 的 不 等 
式 ， 
定理 15， 设 1 < 了 <co， 志 十 二 = 工 ， 即 ? 和 4 是 共 罗 指 数 ， 
X 是 一 个 具有 测度 4 的 测度 空间 ，f 和 8 都 是 X 一 [0,co] 的 可 测 函 数 ， 
则 有 
(| sede<{{ rap} ed 
称 之 为 H61der 不 等 式 ， 当 p 二 gq 二 2 时 也 称 为 Schwarz 不 等 式 ， 


(2 ){| Groat fa et (era. 
称 之 为 Minkowski 不 等 式 ， 

证 (1 ) 若 不 等 式 右 端 中 的 任 一 个 因子 为 ce ， 册 不等式 显 然 成 
立 ， 若 有 端 有 一 个 因子 为 零 ， 例 如 | fdu= 0 则 f 一 00.*. 因 此 如 一 0 


6.e， 所 以 不 等 式 成 立 。 因 此 只 需 考 虑 0<| .Pdu<eo， o<h wan 
<eo 的 情形 . 


一 J 7 二 一 下 7 » 
(om (frer) 
则 | Frap=1， Grdp=1. 只 需 证 | P.cdn<1. 
设 xEX 使 得 0<F(x)<ee，0<G(x)<co， 则 存在 实数 c 和 b 使 


得 F(x) 一 ef 7，G(x) 一 ew4， 又 广 十 去 =， 由 指数 函 孝 的 凸 性 ， 


er 


6 . 
qa » 


r+ 


8 93.。 


yp) GSEE 二 -GO yxEx, 
积分 得 

f 1 ,1 z 

[FCGx) dn<t 计 = 1 


将 F、G 的 表示 式 代 入 ， 即 得 所 证 ， 
(ia G+te)"=1(f+e)" +e(f+e)":, 
利用 Hélder 不 等 式 ， 得 


[G+e)ras< | fa | G+a) vd) + 


+(| grap) | Gra) a) 
又 (p 一 1)q 二 了 ， 上 式 给 出 | 


| G+erdan<(| C+)rdn) hi (| Prdnm) 2 十 
+(| erdm277。 (3 ) 
= | df+e)ran= 0 或 | Pdn 5 | 8?d4 中 有 一 个 为 
co， Makowski 不 等 自然 成立。 因此 只 需 考虑 | (f+8)'di 


# 0 且 | Prdp. 及 ?dn 为 有 限 的 情形 。 由 画 数 !? 的 是 性 知 


(sy) tre), 


故此 时 | (1 十 g)?d 为 有 限 的 ， 这 样 用 ( 3 ) 式 右 端 第 一 个 因 式 除 


Sh * 


( 3 ) 式 两 端 ， 并 注意 1 一 二 一 了 ， 即 得 所 证 。 
定理 16， 对 于 1 委 p 二 co，L?(X，WH) 是 一 个 线性 空 间 ， 且 
(1) | fi+gl ,< lf ,+ | gl 1， gE L?(X, 4H)) 
(2) af ll,= lal fh,, JELI(CX,A)，c 一 复数 ， 
证 当 1<p<ce， 由 Minkowski 不 等 式 得 


(| tal ap) < C+ lal pd) < Wl rap 


+(| lel rap) 7. 


即 得 ( 1 ) 式 ， 当 了 ==1 或 P= 二 oo, 由 |f 二 gj 志 上 f 十 lel，(1) 式 
显然 成 立 。 由 此 知 当 了 EL?(X, 4), gELI?(X, 4)， 则 f+g€ 
L? (XX, 4 ). 

( 2) 显然 成 并， 即 1 EL?(X，4#)， 则 af ED?(X,4). 

由 此 得 知 L?(X，4) 为 一 个 线性 空间 . 
各 1，g，FPELI(X，A)， 由 以 上 定理 得 
| fj 一 P | ;< | f—g | ;全 | g—h | ? 。 
这 个 不 等 式 表明 ， 若 以 上 ff 一 g 上 ;定义 fj，g 之 间 的 距离 6(fj，g)， 则 
可 将 ZX，2) 看 成 一 个 度量 空间 。 此 时 ZX，H) 不 是 以 函数 为 元 
毒 的 空间 ,而 是 一 个 以 函数 的 等 价 类 为 元 兴 的 空间 、 事 实 上 L?(X,， 
4) 是 一 个 完备 的 度量 空间 ， 

定理 17 对 于 1 < 了 Soo， 和 每 一 个 正 测度 4，I2(X，4) 是 一 
个 完备 的 度量 空间 ， 

证 首先 假定 1 志 P <ce , 设 {,} 是 L?(X， p) 内 的 一 个 Cauchy 
序列 ， 即 对 每 一 个 e 汪 0, 都 存在 整数 N 二 0, 当 n>N、m 宝 N 时 有 
上 一 ,上 ,<e。 只 需 评 明 {,} 必 在 L?(X，4) 中 收 钦 ， 即 存 在 1 6 
ZX 4)，, 使 上 f, 一 ,一 0。 

因为 {f,} 是 Cauchy 列 ， 则 存在 一 个 子 序列 {fr;}， 使 得 1 


er - 
于 


8» 


» . 


| fr, fn | < (i=1, 2，3, …) 


定义 
Bi= >, fn — fn , g= > fn, — fn 
te 1 te) 
则 gs E11?(X，H)， 且 由 Minkowski 不 等 式 知 


] | 1 
| gs | :< 十 22 十 … 十 28 <1,， 


骨 由 Fafou 引 理 , 得 出 jg 过 1。 特别 地 ,几乎 处 处 有 g(x) < 之 %， 
所 以 级 数 


了 r(x) 十 > (fniri (x) —fni(x)) : (4) 


i=1 
对 几乎 所有 的 x€ 及 是 绝对 收 馈 的 。 定 义 
j (x )- 人 Xx 为 (4 ) 式 的 收 馈 点 ， 


x 使 ( 4 ) 式 发 散 ，。 
显然 
lim fni(x)=f1(x). a.e. 


下 面 再 证 明 f 是 {f,} 的 一 极限 ， 即 1, 一 J ,一 0， 且 1 EL' (XX， 
yy). | 
因为 [gs (X) — g(x%)) = jj 一 fi 十 … 十 fn —fn,| 
> lfns—1n,|, i 
令 m 一 oe 则 得 / 
lj—fn, | & ls(x)— g(x)!, 
又 gs(x) 是 单调 增加 的 ， 所 以 
J—fs | < 2 g(x), / / 
而 E(x) EL?(X，4)， 且 lim 了 一 jnil ”二 0 《几乎 处 处 )， 


s 26.:° 


由 Lebesgue 控 制 收 全 定理 有 
上 7 一 让 一 0， 
所 以 了 一 fn,EL?。 又 JEL， 故 f(x)€L， 
再 回 到 原 序 列 {f,}。 由 于 {f,} 是 Cauchy 列 ， 任 取 e> 0 ， 存 在 
N> 0， 当 m，m>>N 有 | 7 一) .| ,<e， 于 是 由 Fatou 引 理 ， 对 每 
一 个 m 之 N 有 


人 -frdaslin inf | Weyl dpe 
i + -+ 了 


即 当 m 一 co 时 有 上 1 一 1。 1 ,一 0。 即 L?(XX，H) 当 1 把 7 < 是 完备 
的 . 
再 考虑 了 = 二 的 情形 ， 设 {f,} 是 L" 内 的 Cauchy 列 。 记 
A,= {x EX |f, (x )| > | fi | KK 一 1，2，…， 
Bn, ,= {x EX| |f (x) — f(x)| > | 1 .一 了 。 | a}»; m,n=],2,..° 
则 集合 A;， B。, ,的 测度 为 零 。 令 E 为 所 有 Ai， B。,, 的 并 集 ， 即 


=(Us)U( Ua...), 


则 XA(E)=0, 并 且 在 E" 上 {j， } 一 致 收 你 于 有 界 函 数 记 车 在 B 上 定 义 
1(x)= 二 0 ， 则 fEL*(X,，4), 且 
lim f(x)=1(Xx)。 a.e. 


同时 | fi, | 。— 0， 
故 L*(XX，H) 是 完备 的 ， 

由 以 上 证 明 过 程 夏 出 ， 下 面 的 结论 是 成 立 的 . 

定理 18， 若 {j/,} 是 ZL2(X，H) 内 的 Cauchy 序 列 (1 委 D 魏 ce )， 
7 是 {1 的 D 一 极限 ， 则 {1 存 在 一 个 子 序列 ， 它 几乎 处 处 收 伍 于 
1(%). 

下 面 给 出 L2 (和 ，4 ) 空间 的 性 质 ， 关 J:X 一 (0 ，co] 是 可 测 函 
数 ， 对 于 41 王 1，2，，… 及 1 入 i < 委 412 ， 定 义 


BE 一 六 :人 (| 二 ， 3 )) 及 RF 一 三 (2,co])。 


, 92 
令 2， 一 > XB TnxXps z ( 5 ) 
容易 看 出 ，s, 为 简单 可 测 函 数 且 满足 
0 sf 


且 lim s,(xX)=f(x), vxEX. 


事实 上 ， 若 x 使 得 (xX) 之 , 则 当 nn 足 够 大 时 ，s, 之 f(x) 一 2 ， 
若 x 使 得 f(x)= 二 oO， 则 s,(X) 二 n。 故 n 一 co 时 s,(x) 一 了 (x)。 这 就 是 
说 怀 上 上 的 可 测 函 数 x) 可 以 用 X 上 的 简单 可 测 函 数 *, 来 逼近 ， 

定理 19。 设 8 是 X 上 的 满足 如 下 条 件 的 复 可 测 简单 函 数 s 构 成 
的 项 数 类 ; 

4 ({xss(xX) 估 0)】) <co， 
各 1 委 D<cc， 则 S 在 ZX,，4 ) 内 是 稠密 的 ， 

证 肖 先 SCL'(X，4) 是 显然 的 。 大 ] EL?(X， i 
为 《5 ) 式 所 给 的 序列 。 由 于 0 二 s, 二 J， 有 s, EL? (XX,， 4 )。 因 
sw CS， 又 

|f—s, "<f? 
由 控制 收 合 定 理 知 , 当 n 一 co 时 上 一 s, 1 ,一 0， 即 了 属于 S 的 L?- 闭 
包 。 对 于 一 般 复 可 测 函 数 同 样 得 证 

定理 20， 设 X 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ， t 是 X 的 oc- 代 
数 多 上 的 正则 Borel 测 度 ， 则 对 工 委 DP <ce，C :9 在 LA(X， 4 ) 
内 稠密 . 

证 如 定理 19, 作 简单 函数 的 集合 5S， 由 Lusin 定 理 知 ,3 闫 s€S; 
任 给 se> 0 ， 存 在 一 个 函数 g € Ce (Xx)， 给 去 一 个 让 于 的 
外 g(x) 一 s(x)， 并 且 1g1 委 1。 / 

| g~sl, <2e'? |s 本 
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义 S 在 L?(X，4) 内 稠密 ， 故 C,(x) 企 L*CX,，4) 中 稠密 ， 
定理 20 说 明 , 车 1 过 p <,L? (X，4 ) 是 赋予 C(x) 以 L? 一 距 
离 所 得 的 度量 空间 的 完备 化 . 


第 二 章 Banach 空 间 


本 章 介 绍 Banach 空 间 的 几 个 重要 定理 ,并 通过 它们 的 具体 应 用 
导出 分 析 方 面 的 一 些 重要 结论 。 首先 给 出 赋 范 线性 空间 上 的 Hahn- 
Banach 定 理 ， 利 用 它 导 出 Poisson 积 分 公式 ， 再 借助 于 完备 性 概 
念 ,通过 完备 度量 空间 的 Baire 定 理 , 给 出 Banach 空 间 的 两 个 重要 完 
斑 :Banach~Steinhaus 定 理 及 开 映 射 定理 ,并 通过 Banach-Stein- 
haus 定 理 导 出 有 关 三 角 级 数 的 一 些 结论 ， 


82,1 Banach 空 间 


定义 1 一 个 复 向 量 空间 X 称 为 赋 范 线性 空间 ， 如 果 对 于 每 一 
个 x EX， 对 应 一 个 实数 由 x | 称 为 x 的 范 数 ， 满 足 
1) xl 之 0， 且 1xi=0 当 县 仅 当 x= 0， 
(2)1xt+yl<lxl+ |iyl, vx, yEX, 
(3)laxld = lal lx, vxEX, a€EC, 
利用 范 数 可 以 定义 XX 中 两 个 元 素 x.y 的 距离 ;d(x,y)== 上 x-y 上， 
这 表明 每 个 赋 范 线性 空间 都 可 以 看 成 一 个 度量 空间 . 
者 一 个 赋 范 线性 空间 在 其 范 数 所 定义 的 度量 下 是 完备 的 ， 则 称 
该 空间 为 Banach 空 间 。 
例 1 ”者 X 是 一 个 拓扑 空间 《〈 例如 X 是 实数 域 或 复数 域 )， 考 
虑 定义 在 X 上 的 所 有 有 界 连 续 函 数 C(X)， 则 C(X) 是 一 个 线性 空间 ， 
有 
(f+8)(x)=1(x) -+e(x), Vif,gEC(KX), , 
(af)(x)=af(x), vfEC(X), a EK 


现 定义 范 数 ， 记 作 ‖ 7 。: 
| 7 一 supf Jf(x)] , xEX}., - 

容易 验证 | 1。 满足 范 数 的 三 个 条 件 ， 若 {j,} 为 Cauchy 列 ， 
则 按 所 定义 的 范 数 ，#, 收 你 于 } 为 一 致 收 佑 ， 故 1(x) 仍 为 连续 函数 ， 
所 以 C(X) 是 完备 的 。 这 表明 C(X) 对 于 这 样 的 范 数 是 一 个 Banach 
空间 。 

例 2 实数 域 R 上 的 可 测 函 数 /， 满 足 条 件 | lfi rdx<ce(1 < 
p< 十 ce ) ， 构 成 线性 空间 L?(R)， 若 引入 范 数 


1 ,= VG) rd) 


则 由 第 一 章 知 L”(R) 是 一 个 Banach 空 间 ， 
定义 2 设 g(x) 是 赋 范 线性 空间 X 上 的 线性 泛 函 ( 简 记 作 g(x)， 
X 一 C ) ， 定 义 g 的 范 数 为 


1 sl =sup{ late) ，YX 天 0， * GE 了 | 


者 gl <c， 则 称 g 为 有 界线 性 泛 范 。 
容易 证 明 
| 8 | =sup{ le(x)1, Lxil=1} 
=sup{ ls(x)1, Ixi<1)} 
=inf{cl, ls(x) <cl x1}, 
由 以 上 定义 显然 有 jg(x)| 二 上 gj 中 x， 由 此 容易 得 到 以 下 
结论 . 
定理 1 知 g(x);， XC 为 一 线性 泛 函 ， 则 上 面 三 个 条 件 中 的 
每 一 个 蕴涵 着 另外 两 个 
(1 )g 是 有 界 的 ， 
(2 )g 是 连续 的 ， 
( 3 )8 在 X 的 某 个 点 上 是 连续 的 . 
证 由 于 lg(x; 一 xs)) 寺 ] gl jx,—x, | ,Bp lg(x1)— g(xs)) 
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< 上 gl xi 一 x; 上 |， 显然 (1 ) 蕴 涵 着 ( 2 )，( 2 ) 蕴 涵 着 (3) 是 自 
然 的 。 由 (3)， 尖 8g 在 xo EX 点 连续 ， 则 对 每 个 e>> 0 ， 可 以 找到 6> 
0 ,当中 x 一 x。 | <6， 则 ls(X) 一 g(xo 首 过 e, 换言之 ， xl< 5 
蕴涵 着 

s(x)| = lg(x ot+x)— g(x0)| <e, 
因而 1 sill < 下 即 (3 ) 蕴 涵 着 (2), 证 毕 . 


若 X，Y 为 两 个 赋 范 线性 空间 ，-4 是 X 到 Y 的 线性 变换， 则 4 的 
范 数 定义 为 


| 4 =sup( 一 人- ，XEX， x 关 0 


其 中 |x jl 是 X 中 的 范 数 ， 下 4L4X 1 是 Y 中 的 范 数 ， 老 上 外 4 < ， 则 
称 4 为 有 界线 性 变换 。 


$2.2 Hahn-Banach 定 理 


定理 2 设 X 是 赋 范 线性 空间 ，N 是 X 的 一 个 子 空间 ，j(x) 是 N 
上 的 一 个 有 界线 性 泛 函 ( (x): N 一 C ) ， 则 存在 一 个 X 上 的 有 办 
线性 泛 函 F(x) (F(x);，X 一 C)， 使 得 当 xEN 时 F(x)= f(x)， 且 
LF = 呈 f 咱 。 我 们 称 F 为 1 的 扩张 ， 

证 (1 ) 首 先 假设 X 是 实数 域 R 上 的 赋 范 线性 空间 ， 此 时 jf 是 
N 一 民 的 实 有 界线 性 泛 函 。 今 证 存在 一 个 F(x) 是 (x) 的 扩张 . 

若 上 f= 二 0 即 f(x)=0，vxEN， 则 取 F 二 0 ，F 就 是 了 的 扩 
张 , 
1 可 以 假定 jf 二 1, 因 若 fj 1， 考 上 由 
Tr | | > 的 扩张 F， 则 Pi 三 中 7 F 即 为 1 的 扩张 ， 

先 将 X 的 子 空间 N 扩 张 一 维 , 取 x。 EX 但 xo&N， 考 嵌 Ni 一 人 fn 十 
axonEN, a€R}, N, 是 由 x。 和 N 张 成 的 空间 ,显然 N12N。. 现 
在 找 一 个 Ni 上 的 线性 泛 函 G， 使 得 G(x)=J(x),YxEN， 且 1G 


。 3 。 


= f= 1。 利 用 G 是 线性 的 ， 有 

G(nt+axo)=G(n)+aG(x6)= j(n)+taG(xo,)=f(n) tar, 

其 中 r € R， 这 样 得 到 的 G 显 然 是 N, 上 的 线性 泛 函 且 G( 1) 二 /Cn). 
现在 的 问题 是 如 何 选 取 r 使 G1= 1. 
.由 于 G 是 了 的 扩张 , 故 1Gll 之 | f=1， 故 只 需 选取 r 使 得 

IC) 十 ar 魏 1 十 cxo | vnEN, vaE€R, (1) 

成 立 ， 当 a 二 0， 上 fCn)| 委 上 n 上 显然 成 立 ， 当 a 天 0， 令 n=an'， 
则 ( 1 ) 式 成 为 
flan’)+arl = lal lf(n’ tr lan 十 cx 
= lal |n’ +x。l, VnEN, Va€ER,. 
即 fC(n’)+rl ln txol, vn€N. 

此 式 归结 为 : 
r—f(n’)+t |n’+xol =A,, Vn’ EN 
r>—f(n’)— [n+xo l=B, , Vn EN 

为 此 需 证 明 存 在 r € R 使 得 对 一 切 m，n EN 有 
B, 二 ?二 A， 
也 就 是 说 , 当 且 仅 当 对 所 有 的 m,n€EN 有 Bs 二, 时 ,r 才 能 存在 .但 是 
fn)—i1m)=1(n—m ln—ml= 1ntxo—m—xol 
< lntxo 和 十 于 一 站 一 Xe ， 
印 —j(m)— mTxo | <—f(n)+ lnt+x, 
对 一 切 m，n 恒 成 立 , 所 以 r 存 在 。 这 就 证 明了 G 是 f 在 N, 上 的 扩张 ， 
考虑 集 族 {N4，f14)}， 其 中 N4 二 N 且 为 和 的 子 空 间 ，;#“ 是 和 一 
尺 的 线性 泛 函 满足 1 人 (x)== f(x)，YV xEN, 且 1 关 三 1， 则 Ni:， 
G) E{(N4，f9)}， 故 {(N^4，f4)} 是 非 空 的 , 
在 {(N2， f74)} 上 定义 序 : (N”:, 1 了) 一 (N22， g 4 ) 是 指 N! 
CN4， 而 且 当 xEN4! 时 ，f42(x) 一 11(x)。 显 然 {AN4， 六 外 是 
半 序 的 . ， 今 取 链 {(N“， 1 ), a€4}, 则 可 以 找到 一 个 上 界 
(N, f), 其 中 N= UN 所 因为 {N“ } 是 一 个 链 ， 故 N 仍 然 是 X 
的 一 个 子 空间 ， f 是 N 一 R' 的 线性 泛 函 且 f(x)= f°"(x), AxE 
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N”， 则 显然 了 是 线性 的 ， 且 1f (x)l = |f“(x)] xl ， 所 以 
| 了 1 委 1. 又 了 是 f4 的 扩张 ， 因此 | f 上 守 1f 人 j==1。 故 
| f | = 1 。 由 Zorn 引 理 知 {(N4^,f4)} 有 一 个 极 大 元 素 (M, F)。 可 
以 断 育 M 三 XX。 否 则 可 按 以 上 方法 找到 一 个 x。E 半 ， 但 x。 KM， 再 将 
M 扩 充 一 维 ， 得 到 一 个 包含 M 及 x, 的 空间 ， 从 而 将 线性 泛 冰 FF 再 扩 
张 ， 这 与 (M ， F) 是 极 大 元 素 是 矛盾 的 ， 故 M= 二 X， 

以 上 证明 了 Hahn-Banach 定 理 对 实数 域 上 的 赋 范 线性 空间 是 
成 立 的 。 

( 2 ) 设 X 是 复数 域 C 上 的 器 范 线性 空间 。j 是 N 一 C 的 有 界 线性 
泛 画 。 设 x 是 7 的 实 部 ， 容 易 验 证 xx) 为 实 线性 泛 函 ， 即 x(x 十 ?) 一 
u(x)+u(y), VxX,yEN, Hu(ax)=au(x), VxXEN, VaER. 8 
x(x) 志 Cx) 夺目 有 x 上 用 。 故 上 上 所 上 fH 。w(x) 是 有 界 的 。 

1(ix)=u(ix) tiv(ix)=i7(x)=i(u(x) +iv(x)) 

=—v(x)+iu(x), 
所 以 v(xX)=—u(ix), 
于 是 有 f(x)=u(x)— iu(ix), 

又 u(x) 是 N 一 R 的 有 界线 性 泛 函 ， 利 用 ( 1 ) 的 结论 得 到 w 的 扩张 
U(x)，U(x) 是 X 一 RR 的 线性 泛 函 ， 且 当 x EN, U(x)==u( x)， 同 时 
[v= 1 ， 

今 定 义 

F(x)=U(x)—iU(ix), x EX 
容易 验证 F 是 X 上 的 复线 性 泛 函 。 首 先 ， 显 然 有 
F(x 十 ?) 一 FE(Cx) 十 PC7)。 
再 证 F(ax)==aF(x)，YaEC，xEX， 成 立 。 
当 BER, F(Bx)=U(Bx)—iU(iBx)=PU(x)—iBU(ix) 
=B(U(x)—iU(ix))=BF(x), 
又 F(ix)=U(ix)—iU(~—x)=U(ix)t+iU(x)=i(U(x)—iU(ix)) 
=iP(%). / 、 
对 任意 x EC， 令 a=aci++icsz，cl，czE 玉 。 则 有 
。 44 。 


F(ax)=F(a,x+iax)=F(a,x)+F(iasx) 
=aiF(x)+iF(asxs) =aiF(x)+iasP(x)=aF(x) 
故 E(x) 是 X 一 C 的 线性 泛 函 . 
当 xXEN， 时 UGx) 一 4Cxz)， 显 然 有 F(x) 一 八 x)。 
又 P(x) 是 f(x) 的 扩张 所 以 FI 之 jfijj。 为 外 取 90= 
一 argF(x)， 则 / 
IF(x)| =eibF(x)=F(eibx)=U(eitx )< UL leibx | 
= Ul leB|ilxI= vl lx = iuil lx! 
和 | 1 xl, 
所 以 上 天 上 了 
由 此 推出 上 了 一 
Hahn-Banach 和 定理 得 证 。 


$2.3 Hahn-Banach 定 理 的 应 用 一 Poisson 积 分 


为 将 Hahn-Banach 定 理应 用 于 基价 问题 ， 和 需要 借助 于 赋 范 线 
性 空间 上 有 界线 性 泛 函 的 知识 。 

如 果 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 ， 和 上 全 体 有 界线 性 泛 函 的 集 族 记 
作 X"*， 则 X" 是 不 空 的 。 因 为 泛 了: X 一 0 是 X" 中 的 一 个 元 于，- 
在 X* 中 规定 加 法 和 数 的 腾 法 如 下 假设 i/，g EX",， 令 

(f+ 8)(x)=f(x)+ g(x), 
(af ) (x) = af (x); 

则 X" 是 一 个 线性 空间 又 X* 上 定义 了 范 数 是 ， 所 以 X* 仍 是 一 
个 赋 范 线性 空间 ， 事 实 上 X* 是 一 个 Banach 空 间 ， 称 X" 为 X 的 共 思 
空间 ，。 

定理 3 设 X 是 一 个 赋 范 线性 空间 ，xoEX，x, 只 0， 则 存在 
一 个 f EX*"， 使 得 了 =1， 且 帮 xo) 二 | xl ， 

证 考虑 一 维 线性 空间 4= {axo| gcEC}， 作 A 上 泛 函 g(x): 
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g(axo)=allxo, xEC,; 
则 g 是 4 上 的 有 界线 性 泛 函 且 上 8 == 1 .由 Hahn-Banach 定 理 ， 
存在 一 个 1 EX， 使 得 f=g， 且 1 一 1， 同 时 f(x)=8(x0》 
= | xol. 定理 得 证 。. z 
”定理 说 明 ， 对 于 任何 一 个 不 等 于 零 的 向 量 ， 部 可 以 找到 一 不光 
数 为 1 的 有 界线 性 泛 酉 ， 将 其 映射 到 自己 的 范 数 上 . 
推论 1 若 x,yEX 且 x 六 >， 则 存在 EX" 使 得 1 (x) 关 1(y). 
证 令 xs 二 x 一 y， 则 x。, 大 0。 由 定理 3 知 ,存在 f EX" 使 f(x。) 
一 | xu 人 人 纯 0 ， 妓 f(x 一 y)= 了 (x) 一 f(y) 兰 0， 所 以 1(x) %/(y). 
这 个 推论 说 明 X* 在 X 上 是 分 离 两 尽 的 , z 
推论 2 ”对 于 xEX， 有 1 
Ix =supt ja | EX Ifl=1}, 
证 jf(x)l<lfl. xfi=lxi1, i fi=1. 
所 以 
| sup{ If EX®, ix 
“但 由 定理 3 知 ， 对 于 x。 和 如 0， 可 以 找到 一 个 (x)， 使 1(x0) = 
so， 且 和 了 和 二 1， 即 至 少 可 以 找到 一 个 EX*， 使 ( xz)| 一 
| x， 所 以 
~ sup{ (x) | IEX', 71 =1)> bxl, 
由 此 得 1x1 一 supf OI FEX®, Lf1=1}. 
推论 2 表明 ， 对 于 固定 的 xEX， 映 射 1 一 1(x) 是 X* 上 一 个 范 
数 为 | “x 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 这 个 事实 说 明了 X 与 X" 之 间 的 相互 对 
应 关系 ， 
- 下 面 通过 Haha_Banach 定 理 导出 Poisson 积 分 公式 
” 设 k 是 紧 Hausdorff 空 间 ，H 是 K 的 紧 子 集 ， 4 是 K 上 连续 这 四 
C(K) 的 子 空间 ， 满 足 
. (1) 1€A，1 是 指 1(x)=1， VxEK, 
(2) [fix=|f7is, vie€A. 
其 中 上 了 x=supt{ ix)l1xEK)， 1 esupt f(x)| KEH}. 
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记 M 一 {有 zy，f EA}， 则 得 定义 在 HH 上 的 连续 泛 函 C(H) 的 子 集 
合 M， 又 M 的 每 一 个 元 素 都 有 唯一 的 一 个 开拓 使 之 成 为 4 的 元 素 ; 
这 是 因为 |f(x)| 过 fs， 故 若 对 yEH， 有 有 f(y) 二 0， 则 必 对 每 一 
个 xEK 有 f(x)= 二 0 。 这样 就 得 到 M 与 4 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ， 且 为 
保 范 的 ， 

园 定 x EK， 作 各 全 到 复数 名 C 革 的 苇 射 7， 
?, ff(x), fEM, f(x) EC. 
划 ? 是 M 上 的 有 界线 性 泛 活 。 由 fx)| el 了 1 人知 121<1 又 
由 条 件 (1 9 知 PC1)==1Cx)== 1， 所 以 47 有 = 1。 因 为 M 是 CC(H) 
的 子 空间 ， 在 其 上 定义 了 有 界线 性 汉 函 》， 册 Hahn-Banaeh 定 理 
知 ， 存 在 着 CC(H) 上 的 有 界线 性 泛 函 ,使 得 $ lw==? 且 上 8 上 = 1。 
z DCF)= 4 (x), vf EM, 
旺 然 6( 1 ) = 1. 
”下面 证 明 6(1 )=1、 1 6 上 = 1 玖 涵 着 6 是 CCH) 上 的 正 线性 
泛 函 ， 即 对 于 f 之 0 有 WC 了 ) 之 0， 取 fECCH) ， 由 于 了 在 紧 集 上 是 
“有 界 的 ， 不 妨 设 0 过 1 过 1， 并 令 g 二 27 一 1， 则 一 1<8 <1,， 对 
于 任意 的 实数 r+， 都 有 18 二 ir| :1 二 mr: 到 仿 @(8)= a+18， 


“a, BER, 则 
Dlg+ir)= a+ip+tiB)=at+ip+ir® 1 )= at+i(B+r), 


故 gt+ir)| ? =at+ (B+r)*>B+r)?. | 

另 一 方面 ，1 @1‖ = 1 ， 所 以 

IGCCg 二 iir)| :< lgtirl :1+r?, 

于 是 得 到 1 十 r: 之 (6 十 r)*?， 风 1 之 2Br 十 B*， 对 一 切实 数 ? 成 立 ， 从 
而 必然 有 PP 二 0 ， 即 G(g) 一 C， 又 
lel= locg8)< ls ll<1 

所 以 i 
DC ;= Fate)- 3(1+8(8)) =5(1+0)> 0 。 


8 。 


这 谣 证 明了 B 为 CC(H) 上 正 线性 泛 函 ， 由 第 一 章 Riesz 表 示 定 理 知 ， - 
在 H 上 存在 一 个 正则 的 、 正 的 Borel 测 度 4.， 使 得 


BD(1)=| jd, fec(H). 
符 别 . 车 fE A 有 
1 (x)=) pep.. (2) 


这 样 就 证 明了 对 每 个 xEK， 在 H 上 存在 一 个 正 测 度 /4 通过 
( 2 ) 式 用 4 表示 了 7(x)， 

注意 有 了 天 以 后 ， 就 唯一 确定 了 HA， 但 四 是 由 沙 - 张 而 得 到 的 ， 
Hahn-Banach 定 理 并 不 保证 扩张 的 唯一 性 ， 因而 HW 不 必 蚌 唯一 : 
的 . : 
令 U={z ECIlz I<1}),U0={z ECI| z | <1, 

T={z €Cl1z:1=1}. z 
取 K 一 了 可， 由 于 也 是 复数 域 上 的 有 界 闭 集 ， 故 为 紧 的 。 令 H 二 了 T， 
即 瑟 为 避 的 边界 。 取 4 为 下 上 的 所 有 的 多 项 式 ， 显 然 为 连续 的 。 容易 ， 
验证 4 满足 以 上 条 件 ( 1 ), ( 2 )， 因 为 

(1)1(x)=1EA4( 零 次 多 项 式 ) . 四 

(2) 若 if EA4 则 上 了 上 z= 上 了 45= 上 了 上 y= 上 fis。 这 是 
由 解 折 函 数 的 最 大 模 原 理 给 出 的 。 

共有 取 z EU， z=rei?, Or 1 ,0 ER 由 以 上 结论 知 存在 正 
则 Borel 测 度 4,， 使 得 


1(z)=| di, (Te4) 


今 取 多 项 式 vs(z)=2 (n=0、1、2、…), wu.EA4， 代 入 上 
式 得 


reing 一 | dh n=0, 1, 2 ， 二 


38。 


又 在 T 上 4_, 二 Ww,。 所 以 
re- in0= | wud, n= 0， 1, 2， 
二 者 合并 号 成 


了 “eing=| Ud Hs, n=0, 士 1, + 2， | 
1 


4 


令 P(g—t)= > r'"'ein(-t), ER (3) 


因 jj|<1 ， 故 级 数 绝 对 收 伍 ， 乘 以 ei 逐 项 积分 得 ， 


i + 吧 


1 + 1 ， ， = 
| .P(t) e' tdt= > 5 元 r “eing| eich -midt, 


因为 
,0， nk 
[et 
2zr， 当政 一天。 
所 以 
{p(tJeitidt=riteihg, 
27 |)_ fs Jeiridt=r ee 
1 < . 
Ep 97 P.(0—t)ein! dt=| UdH,, nN 二 0, 土 1]， 土 2， ，…: 
w= 了 


又 “4 一 条， 也 就 是 
二 | PCe-D1CeaDdt=| 
pp x f 已 一 dh, 
对 了 二 =W, 成 立 ， 因此 对 每 个 三 角 多 项 式 f 也 成 立 ， 再 根 所 Fourier 
级 数理 论 知 ， 上 式 对 一 切 连续 函数 都 成 立 ， 此 时 4, 由 ( 2 ) 式 唯一 
定 。 
特别 知 取 ECE4， 得 


* 9 。， 


(| au a7 | P(e de, 


将 (3 ) 式 中 级 数 求 和 得 


-lr 
1—2rcos(0—t)+7’ 


代入 上 式 ， 即 得 Poisson 积 分 公式 ， 


P,(0—t) 


一 -7 1—r: } 一 
f(z )= | 二 2rcos(0—t)+r se )dt, (z=re'") 


对 每 个 fE4，2 ECU 都 成 立 ， 这 个 公式 说 明 f(z) 在 U 上 的 函数 值 可 
以 由 它 在 边界 上 的 值 所 确定 . 

注意 ， 还 可 以 将 4 扩大 ， 只 要 4 满足 条 件 (1)、(2) 即 可 。 例 
如 可 以 考虑 任意 的 解析 函数 ， 

$2.4 完备 度量 空间 的 两 个 定理 


定义 3 集合 ECcX 称 为 无 处 稠密 的 ， 如 果 它 的 闭 包 不 包含 
X 的 非 空 开 集 ， 即 不 包含 内 点 ， 
定义 4 车 集合 EE 是 可 数 个 无 处 稠密 的 集合 的 并 ， 即 若 E, (n= 


1 ， 2.，…) 为 无 处 稠密 的 ,EE = Uz 则 E 称 为 第 一 网 的 ，X 的 


其 它 集 合 称 为 第 二 纲 的 ， 
定理 4 〈 了 Baire 定 理 ) ， 设 X 是 完备 度量 空间 ， y， 


“… 是 X 中 的 向 密 开 于 集 ， 则 其 交集 N Vv .在 X 中 稠密 


证 取 W 六 是 X 的 任 一 开 集 ， 人 须 证 明 《 门 yn mw se。 


省 条 也 
设 P 是 X 的 度量 ， 记 
. 40: @ 


S(x, r)={yE€EX, P(x, y)<r}, 
并 记 豆 (x ? ) 为 S(x，r ) 的 闭 包 . 
由 修 设 V :是 稠密 的 ，V ,站 W 9， 又 V1 是 开 集 ， 故 y， 由 Ww 是 
开 集 。 因 此 存在 x, EX 及 实数 r!:，0 <ri 达 1， 使 得 
S (xi， rjCV {iW. (4) 
由 V ;的 称 密 性 ， 得 V ,站 S(x1, rr) ， 且 V ,站 S(x,， ri) 是 
开 集 。 于 是 存在 xs EX， 及 实数 r:， 0 之 + <<- 夺 使 得 
S (xs, rs)CV, [1S(x1, +1). 
继续 以 上 作法 ， 车 x,，r, 已 选 出 ，x, EX，0 <r<- 一 ， 由 Vi 的 
稠密 性 , 得 到 x+ <X，0 所 rt < ， 使 得 
S (Xs+1 ,eV SC, ras) (5) 
考虑 序列 {x:，xs，…xs，…}， 当 了 ， 了 之 4 时 xe， 2 篆 在 
S (xX,, r,) 内， 故 C(Cx,i， | ， 根据 
度量 空间 的 完备 性 知 。 存 在 xEX， 使 X= lim%,。 
由 以 上 作法 知 


S (x1, r1)> S (x,, r2) OOS (x,, r,) oO, 


即 - X 。 € S (xi， np mk, k= 1, 2, 
又 襄 (x 4，r;) 是 闭 集合 ， 所 以 x E(xi, ri)， k= :1,2, 


再 由 ( 5 ) 式 知 ,x EV，，k=1,2，…， 因 此 x € Nv (4) 式 表明 


tel . | 


x EW, 让 xe( (Nv,) }Nw. 即 门 六 是 稠密 的 。 


推论 3 ”在 完备 度量 空间 中 ， 任 意 可 数 个 现 密 的 Gs 集 之 交还 
是 稠密 的 G, 集 . 
定理 5 ”完备 度量 空间 是 第 二 纲 的 . 


* Al1 。 


证 ”用 反 证 法 .假设 完备 度量 空间 X 是 第 一 纲 的 ， 即 X 是 可 数 
个 无 处 稠密 集合 K, 的 并 集 ， 即 


X= (jkK,, 
则 x= 【JK.. 
取 余 集 得 $= {| 天 


因为 K, 无 处 稠密 天 ,不 包含 任何 非 空 开 集 ， 所 以 天 ,是 稠密 的 ， 
又 天 ,是 开 集 ， 由 Baire 定 理 知 人 K' 是 竹 密 的 , 与 [KE*= 4 


| | 意 二 二 


牙 盾 、 故 X*【 ]K,， 即 X 是 第 二 纲 的 证 毕 


$2.5 Banach-Steinhaus 定 理 


定理 6 (〈Banach-Steinohaus 定 理 ， 共 网 定理 ) 
设 X 是 Banach 空 间 ,Y 了 是 赋 范 线性 空间 , {4} 是 X 到 Y 的 一 族 有 
界线 性 算 子 。a 取 值 于 某 个 指标 集 4， 划 下 面 结论 之 一 成 立 。 
(1 ) 或 者 存在 M> 0 ， 使 得 
| 1 | 寺 M, VaE€A, 
(2 ) 或 者 存在 一 个 稠密 的 G, 集 V， 使 得 
sup | dox | 二 co， YXEY。 


证 14。1=sup( | x yo) 
今 V(X)=sup | Asx}, XX, 


。 42 ， 


作 集 合 Y ,一 这 委 其 12(xX) 1H)}， n=], 2, …* 

因为 1。 是 X 到 Y 的 有 界线 性 算 子 ， 故 为 连续 的 。 又 上 A。 上 是 
Y 上 的 连续 函数 ， 所 以 X 一 上 .1.x 上 | 是 X 到 RR 的 连续 轴 射 。 因 此 9 是 
下 半 连 续 的 ， 并 且 V ,为 开 集 . 

下 面 讨论 两 种 情形 . 

(1 ) 假 设 对 某 一 个 N，Yw 不 稠密 于 X， 则 wxX, 故 必 存在 一 
个 非 空 开 集 w， 使 得 w 几 Tv= 乡 ， 于 是 有 


Vi 一 w 二 5 (x。，r)，r 为 某 一 确定 常数 。 当 x ggVy 则 2(x) 
<N， 即 1 4x1 <N， Ya EA， 因为 5(x,，r)cV 故 


xoEVi， 即 xogVx。 所 以 
IA.xol <N, YECA， 
当 Txi<r 则 x+xo ES (xo, r) ,所 以 A (x+xo) 


<N， 于 是 
Aix) Axtx) | + | A (一 xo) 1 和 2N。 


对 任意 的 x EX， 令 x = r， 则 1x* 1 一 rr， 上 所 以 


~ 

上 x 
加 

14.( 一 二 站] <2N, vo € A. 


妈 1Axl<— |xI, vae4， 


由 此 得 出 | A。 上 << 人 对 一 切 a 成 立 ， 即 结论 1 ) 对 M= 纪 成立 ， 
(2) 与 (1) 相 反 ， 阁 对 一 切 n,V ,在 X 中 稠密 ， 由 Baire 定 理 V 


一 [ ]V .是 X 中 的 稠密 的 G。 集 ， 取 xEV， 则 对 一 切 n，x EV,， 即 


24x)=co。 即 存在 一 个 稠密 的 Gs 集 YY， 使 得 
《3 ， 


supl A.x 1 =, Yx*xEV。 定理 得 证 。 


_， 芝 个 定理 也 称 为 一 致 有 界 性 原理 . 

下 面 借助 了 Banach-Steinhaus 定 理 讨论 连 笑 图 数 的 Fourier 
级 数 的 收敛 问题 。 

一 设 了 是 单位 圆 T= {zECI zi=1)。 问 题 是 ; 对 每 一 个 JE 
C(T)，f 了 的 Fourier 级 数 在 每 一 尽 是 否 丝 收敛 于 f? 
”显然 C(T) 为 Banach 空 间 ， 其 范 数 为 
17 1 。=supf If(2)11zET). 

为 方便 起 见 ， 通 常 将 定义 在 单位 圆 上 的 连续 实 函 数 1(z) 用 z=e' 早 
换 为 周期 为 2 的 实 连续 函数 1(e”)， 我 们 仍 记 作 1(2). 

的 Fourier 系 数 为 


了 (= 去 | f(t)e-intidt n=0, +1l, +t2, ., 
Fourier 级 数 为 
f ~ S f (n)eins. 
f 的 Fourier 级 数 在 x 反 的 nn 项 和 S,( f ，x ) 为 
S.( .x)= | (8)D, (~) dt n=0,1,2,.* 


其 中 D,(t)= > eikt 


上 一 


问题 在 于 判断 lims， (f, x)= /(x) 是 否 对 每 人 本数 ] < CT ) 


和 每 个 实数 x 丝 成 立 。 邦 在 L: 空 间 范 数 意 义 下 , 已 知 
| f 一 心 。 | ss 0, 当 nh, 
则 由 第 一 章 定 理 18 知 ， 存 在 {S|} 的 一 个 子 序列 ， 它 几乎 处 处 收敛 


.A4 ， 


于 f(x)， 但 并 没有 回答 上 面 提出 的 问题 ， 
下 面 利 用 Banach-Steinhaus 定 理解 决 这 个 问题 ， 仅 考 碟 x= 
0 的 情形 。 引 入 算 子 4,.: 
Asf=S.(f, 0), 1EC(T), 
容易 验证 1, 是 线性 的 。 下面 验证 A, 有 界 ， 


4 OO Dp.(-D us 


< fle| pl a= lolD, ls 


所 以 
1A.1 1 D,lz'. (6) 
因此 每 个 1, 是 C(T) 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 
下 面 证 明 两 个 事实 : 
(1 ) 当 Mn 一 co 时 | Du。 一 co 
(2)|1 4,.1= |jD,lz:, vn. 
先 证 ( 1 )， 由 分 析 知 
8 ， 1、 
D,(t)= >, et 一 sin(n tas 


te sin lt 


2 


DNa= 00) ID.(l dt 
1 osin( nt 
27 一 3 .1 dt 

jsin-7 


-1 sin( n + 
Ty 


dt 
lsin | 
¢ 


9 45.。 


> 和 lsin( nm + 5) dt 


t 
2 (es+ 去 )s gt 
-| lsint| rf 
2 1 人 
> 之 pl lsint| dt 


一 下 Ss—>%, 当 1 一 co， 


sin( n 十 本 
再 证 ( 2 ) ， 因 D,(1)== 一 一 一 一 一 一 时 正 时 负 ， 今 定义 函数 


sin 工 
2 
g (+). 
(1) 人 当 Dp.(i) 之 0， 
E(t)= 漠 
一 上 了 @ 
于 是 


g(t)D,(t)= ID,(t)]. 
又 g(t) 可 以 用 连续 函数 来 到 近 ， 即 存在 f; EC(T),， 使 一 1 <<f 


1, 明 lim fi(%) = 8(*). 由 Lebesgue 控 制 收 敛 定理 知 
lim A.(fi) =-lim- 寺 -| f(D,(—t)dt 


=- 二 一 | eg(DpD.(-Dd 
1 > 
-| pdt Dl. 
再 考虑 (6 ) 式 ， 得 1 4.1 = Di1. 
由 (1 )，( 2 ) 两 个 结论 成 立 ,表明 {4,4 上 n= 1， 
* 46 . 


pe 


小 是 一 致 有 界 的 ， 根据 Banach-Steinhaus 定 理 ， 在 C(T) 内 存在 
稠密 的 G, 集 合 E， 使 得 : 
sup{ [4,11}=o, vf EB, 


这 说 明 ，E 中 的 一 切 函 数 了 ， 使 /1,f==s.(f，0 ) 无 上 界 ， 即 S,(f ,0) 
发 散 ， 这 一 事实 表明 在 单位 圆 上 有 足够 多 的 连续 函数 了 ,使 得 
ss(f ,9 ) 不 收 伺 于 人 儿 0 ). 

我 们 选取 x= 0 是 为 了 方便 ， 显 然 对 任意 x， 以 上 结论 是 成 立 
的 ， 即 对 每 个 实数 x， 在 C(T) 中 存在 一 个 稠密 的 G, 集 BE.， 对 于 每 
个 fEE:， 它 的 Fourier 级 数 在 x 点 是 发 散 的 。 这 就 是 说 我 们 提出 的 
问题 ， 其 管 案 是 否定 的 。 


32.6 开 映 射 定 理 


定理 7 设 X，Y 是 Banach 空 间 ，U、V 分 别 为 X、Y 空 间 的 开 
单位 球 ，4 为 X 到 Y 的 有 界线 性 变换 且 为 映 上 的 ， 则 对 于 每 一 个 4， 
相应 地 存在 一 个 6> 0 ， 使 得 

A( U ) HOV, 
其 中 6V={0y| yEV}=1{zEV| 1z 1 <0}. 
即 对 于 每 个 y€Y，j 上 yi <6， 必 有 xEX，1 xi <1， 且 4x=y>， 

证 因为 4 X 一 Y 是 映 上 的 ， 故 任 给 y EY, 存在 x*EX 使 1%x= 


y, 取 k> 上 x 有, 则 xEkU, 故 y= AxE ACkU), 所 以 Y= 【ACkU). 


| 


又 了 是 完备 的 ， 则 至 少 存在 一 个 k，4(kU) 不 是 无 处 稠密 的 . 
否则 对 一 切 &，ACkU) 都 是 无 处 秽 密 的 ， 则 Y=【 ] ACkU) 是 第 一 


上 四 下 


岗 的 ,与 Y 是 完备 的 相 矛 盾 , 故 存在 一 个 非 空 开 集 W 含 于 某 个 A(kU) 
闭 包 内 : ACkU) 二 W. 
因为 W 是 开 集合 ， 所 以 存在 y, EY,， n>0 使 得 9 (y,, 7) 己 


yA 


多 如 存在 k，?。，7， 使 得 TCD) 二 SCy。， 597， 也 就 是 说 ,存在 xz 
EX，|x，| <K 且 4x， 一 yo 

大 上 yy 上 二 mn?， 则 yo 十 y》 E€ S (yo，77)， 由 以 上 讨论 知 , 存 在 x。 
EX, | x。 <k, EAX. y+y,. 
/ 令 Xa 一 Xe 一 Xs  ， 则 zx, 首 委 和 xxw 十 x |1<2xk， 且 
/x,= /AXx." — AX —Y, 
”以 上 事实 表明 ， 存 在 着 正 整 数 k 及 n>> 0， 使 对 任意 yEY 满足 
省 ?1<2， 及 任意 的 e>>0， 都 有 xx EX， 满足 上 xl <2k 且 > 一 
Ax |e <e. 


对 任意 YEY，》w%0， 令 z = 站 y,， 则 1 z 1<7， 


取 c= 一 -yT-《, 则 存在 wEX 满 足 Lw 1 <2k 且 1z 一 Aw1 


<e， 令 xz 一 w, 则 1x1<- 全 171 且 1 ?一 
4x 1 <e. 
归纳 以 上 结果 ， 我 们 得 到 ， 对 每 个 E Y，? 0 和 每 个 e > 
0 ， 存在 xX EXX， 使 得 
Ex 1<b171 及 1y-Axl<e, 


其 中 9 一 一 一. 
取 定 yEbyY，e = 本 g ， 则 有 xiEX， 使 得 
1x,1<0" :1y1< 之 1 及 1 | < 去 9. 
又 y 一 Ax1EY， 再 取 6。 一 六 9， 则 存在 x EX， 使 得 
Tx <0 1 yAx, | < 及 1 y— Ax1 .Ax < 站 0。 


。 48 和 


继续 作 下 去 ， 若 zx; ，x:，…xsEX 已 到 定 且 xs 和 < 一 二 (mm 


一 1，23，.…，m) 使 得 fy 则 由 


? 一 -xx 一 一 LX EY， 取 2 一 5 0 则 存在 x、+: EX ;使 得 
Ex, | <0 1 yAxi ~— /Ax, | < 有 Ey /x 
/1X ,+1 | 二 一 | 0 。 

令 S, 一 x; 十 x :十 … 十 X 。， 则 {S,} 满 足 . 
1 Sr 一 S。 1 = | Xn+t+i 十 **' 十 Xt+e | < om 十 …， er 

一 0 ， 当 内 ，4 一 co。 即 {S。 ) 是 XX 中 的 Cauchy 序 列 ， 的 完备 

性 知 ， 存 在 zx EX 使 S, 一 x。 又 «= Sx 而 1s.1<1+ 


本 


和 | Xi 委 2. 义 由 于 4 是 连续 的 43, 一 


Ax, 又 jy 一 


nT 


Wal 


- | y= = Ax, 
即 任 给 y&E 0V， 则 存在 x EX 满足 * | < 2 且 . ry. 


所 以 A(3U0)=0V, 即 4(0D)23Y。 故 3= 二 . 定理 得 证 。 


定理 8 知 尽 ， 了 是 Banach 空 间 。， 4 二 Ka 的 有 有 全 性 灾 失 
且 为 映 上 的 和 一 一 的 ， 则 存在 6G>>0， 使 、 - 、、 


. 《9 。 


rr rr bh Be pe a 7 om he ET 


Exo lxll, vxEX 
也 就 是 说 ，A"! 是 Y 到 X 的 有 界线 性 变换 旦 为 映 上 的 ， 
证 由 开 上 映射 定理 及 /1 是 一 一 的 知 , | Ax 1 < 之 6 世 洱 车 x 上 志 
1 ， 这 是 因为 4(D) 二 6yY， 且 只 有 一 个 x 与 6 中 的 ?相对 应 ,所 以 
若 j xj 之 1 则 | 4x 之 6. 


任 给 x EX， 则 | [| 1 = 1 所 以 1 (二 妆 了) 1 >>6. 即 


Ax ix ii， 
变换 1"! 在 Y 上 可 以 这 样 定义 ， 若 y= 二 /Ax 时 ， 则 I"'y 二 x， 容 
易 验 证 1 ! 是 线性 的 .又 由 上 Ax 上 之 6xi ,得 上 yy 上 之 81 A 'y， 
即 4-1 yl 性 计 Hy 所 以 147! 1 必定 理 得 证 ， 


下 面 利用 以 上 定理 讨论 L! 函 数 和 它 的 Fourier 系 数 的 关系 。 设 
空间 T= 二 {z EC [zz1 = 1}， 考 开 L1'(T) 中 的 函数 1 其 Fourier 
系数 为 


fn)=—s | fe-intdt, nn€Z. 
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1 的 L: 范 数 取 为 【1 ,= 一 一 | “Vl dt. 


由 Riemann~Lebesgue 引 理 知 ， 对 于 fj EL1i(T), 当 nn 一 土 o0 
时 ， 了 (从 一 0 。 现 在 提出 相反 的 问题 , 车 {PCn)} 是 一 个 复数 序列 ， 
当 #m 一 土 c 时 2(n) 一 0， 那 么 是 否 有 1EELI(T)， 其 Fourier 系 数 # 
一 2， 也 就 是 说 满足 以 上 条 件 的 9 是 否 都 可 以 作为 Fourier 系 数 ， 

借助 于 开 上 映射 定理 可 以 证 明 答案 是 否定 的 ， 令 

Co={9, Z2C] Pn)—= 0, Bn too}, 
在 C。 中 定义 范 数 
oo=supi 9(n)) . n€EZ}, 

则 C., 是 一 个 Banach 空 间 。 实 事 上 ， 将 整数 2Q 君 成 拓扑 室 间 ， 则 按 
以 上 范 数 收 伍 必 为 一 致 收 伍 。 故 若 Pi(n) 一 0(n)， 则 由 mw- 一 土 co 时 


»。 $0O ; 


pi) 一 0 ， 必 有 当 n 一 oo 时 9(n) 一 0， 即 得 C, 的 完备 性 ， 
定义 L'(T) 到 C, 的 算 子 4; 即 1 为 1f 一 上 了 的 映射 。 容易 验证 -4 
为 线性 的 。 又 
{fli=sup{| 了 (ol ，nEZ) 


而 (lS | f(t)) le-ind dt 


1 # 
-ax )., lf (tdt= | f |， 
所 以 


171-<1rfl 
即 4 是 有 界线 性 算 子 ，j A1 < 1. 
再 证 明 -4 是 一 一 的 ， 即 了 = 0 草 涵 着 了 一 0 。 车 1(n)= 


-二 f(D)e- inidt 二 0 对 一 切 nE€ ZZ 成立 , 则 对 于 一 切 三 角 多 项 式 
g(t) 有 
二 | fC)alt)dt= 0. 


: 又 由 Weierstrass 一 致 逼近 定理 知 , 对 于 区 间 [ 一 xx] 上 的 连续 
函数 zf), 满足 区 一") 二 z(7), 一 定 可 以 找到 一 个 三 角 多 项 式 在 该 区 间 
上 一 致 地 通过 z(t)， 所 以 对 于 连续 函数 z(t) 有 | f(t) z(t)dt= 0， 
由 此 推 知 f(t)=0。sa。,e。 , 因 和 否则 车 在 一 个 测度 大 于 
0 的 集合 E 上 f(t)* 0 ,不 妨 设 1(t)>> 0 。 则 可 作 一 连续 函数 g(t): 
xEB, g(t)> 0, x¢E, g(t)=0, 于 是 | 1(1e(t)dt>0, 
与 前 面 结论 矛盾 。 故 1(t)= 0 。 即 4 是 L:(T) 到 C, 的 一 一 对 应 的 跨 
射 ， 

现在 的 问题 是 4 是 否 是 映 上 的 ， 即 4 是 否 是 ZL 4T) 到 C, 上 的 一 
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一 有 界线 性 变换 。 
若 1 是 L1(T) 到 Co 上 的 一 一 有 界线 性 变换 ， 由 定理 8 知 人 是 
有 界 的 ， 即 存在 c> 0 使 / 
| 1 1 ,<cl fi 。， v 了 了 ELICT)。 
但 这 是 不 可 能 的 。 因为 由 § 2.5 知 
D,(t)= >, ei# EL!(T), 


而 当 # 一 co 时 | D, | 一 co 又 
有 P.(D = | 本 Dt)e-indt| 
> | ed 
| 0 当 1 > 1 ; 
1 当 1 < 过 4 。 


所 以 
1D. 1 w=sup{ DD) , 1€Z}=1. 


故 上 D, | 专 C 1D, | -是 个 可 能 的 、 因此 A 个 是 一 一 的 ， 即 存在 9 
和 Cu 对 于 任意 的 1 EL C7) rz 
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-第 三 章 。”Banach 代 数 


在 复数 域 上 的 向 量 空间 4 中 引入 满足 结合 律 和 分 配 律 的 乘法 运 
算 ，A4 就 构成 一 个 复 代 数 。 若 在 4 中 再 定义 范 数 使 A 成 为 一 个 赋 范 
线性 空间 且 范 数 满足 xy 和 委 1x117 下 ， 风 4 成 为 一 个 赋 范 线性 
代数 ， 和 看 4 又 是 完备 的 ， 就 称 4 为 Bana ch 代数 . 

“本 章 介 绍 Banach 代 数 的 基本 理论 ， 它 包含 了 代数 性 质 和 拓扑 
性 质 之 间 的 相互 关系 。 谱 理论 揭示 了 Banach 代 数 和 解析 函数 之 间 
的 密切 关系 。 同 时 还 将 着 重 介 绍 可 交换 的 Banach 代 数 的 Gelfand 
表示 理论 ， 


$ 3.1 基本 概念 | 
定义 1 在 Banach 空 间 A 上 定义 乘法 ， 满 足 结 合 律 和 分 配 律 ， 


即 
(xy)z=x(y 2z), 
xX(I+2)=xX I++xXz, (y+2)xX=yXxX+Z2X, 

对 x,y,zEGA 成 立 ， 并 且 与 数 cEC 的 乘法 满足 

a(xX I)=(ax)y=x(07), VYx, yEA, 
同时 乘积 的 范 数 注 足 

Ixy |xll jyl, vx, yEh, 
则 称 4 为 一 个 Banach 代 数 . 
若 x。 yyEA 有 xy 一 一 3X， 风 称 4 为 可 交换 的 Banach 代 雪 ， 共存 
在 着 一 个 元 素 e， 使 得 


XE EX = 
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对 xce4 成 立 ， 风 称 e 为 4 的 单位 元 素 ， 简 称 单 元 ， 
容易 看 出 ， 若 4 有 单位 元 素 则 必 是 唯一 的 。 这 是 因为 洗 e” 是 另 
一 个 单位 元 素 ， 则 e’ =e'e 一 e。 同 时 4 的 单位 元 素 的 范 数 不 小 于 一 ， 
事实 上 le = je*:j 志 上 elljell。 所 以 lel 之 1 
下 面 给 出 几 个 Banach 代 数 的 例子 。 
例 1 复数 域 Cc，， 若 以 其 元 素 的 模 为 范 数 
al=|xtiyl = kk+iyl =x*+y’, 
则 C 构 成 一 个 具有 单位 元 素 的 可 交换 的 Banach 代 数 。 
另外 ， 阁 取 四 倍 的 模 作 为 范 数 
jal = xt+ty) =4 +iy 
则 CC 仍 为 一 个 有 单位 元 素 的 可 交换 的 Banach 代数 。 因 为 4 lapbl 三 
4 中 4， 故 站 cp 入 ci LT 仍 成 立 。 
显然 ， 以 上 模 的 倍数 必须 不 小 于 1 ， 否 则 ‖el 之 1 将 不 能 满 
足 。 
例 2 阁 X 是 一 个 拓扑 空间 ，C(X) 是 定义 在 X 上 的 有 界 连续 函 
数组 成 的 线性 空间 ， 取 范 数 为 
1 f= supt{ lf(x)| , x EX} 
则 知 C(X) 为 一 个 Banach 空 间 ， 若 定义 乘法 
(fg)(x)=f(x)e(x), f, gEC(X), xEX 
则 C(X) 是 一 个 Banach 代 数 。 它 是 可 交换 的 ， 且 共有 单位 元 素 1(x) 
= 1], 
例 3 设 X 是 一 个 局 部 紧 空 间 ， 者 JEC(X) 满足 ， 对 任意 的 e> 
0， 存 在 一 个 紧 集 KCX， 使 得 |j(x)| 之 e 对 一 切 x FF 成 立 , 则 我 们 说 
“J 在 点 为 0”. 
考虑 函数 集合 
Co(X) 二 {fE€C(X)，f 在 点 为 0}， 
灵 然 Cwm(XX) 是 C(X) 的 一 个 闭 子 空间 ， 若 仍 用 C(X) 中 的 习 法 定义 
Cw (XX) 中 的 飞 法 ， 则 Cw (和 X) 就 是 C(X) 的 一 个 闭 子 代 数 ， 它 也 是 可 
交换 的 ， 但 没有 单位 元 素 。 
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若 X 是 紧 空 间 ， 则 Co(X) 一 CC(X)， 所 以 Co(X) 有 单位 元 素 的 
充分 必要 条 件 为 X 是 么 空间 . 

例 4 具有 离散 拓扑 的 整数 集 上 的 Banach 人 代数， 

若 了 歌 X 一 乙 ， 上 共有 离散 拓扑 ,于 是 忆 的 每 一 个 子 集 算 为 开 集 , 对 
每 一 点 n€ 2 来 说 必 有 含 4 在 内 的 一 个 开 集 , 它 就 是 单 点 集 {n}，{n} 
显然 是 紧 的 ， 故 之 是 局 部 紧 的 ， 考 虑 函数 f， 写 一 C , 则 由 于 QZ 有 离 
散 拓扑 ，f 必 为 连续 的 ,此 时 C(Z) 就 是 Z 上 的 有 界 函 数 ， 若 记 f(n) 
为 f，， 则 C(Z) 就 是 有 界 序 列 … ,f-，， f-1, fo, f1, 1;, … 组 成 的 
空间 ， 记 作 1*、1* 必 为 可 交换 的 具有 单位 元 素 的 Banach 代 数 ， 

记 Cw(Z)=C6=={8:Z 一 C| p(n) 一 0， 当 nn 一 土 oo0}，Co 也 是 可 
交换 的 Banach 代 数 ， 但 无 单位 元 素 ， 

还 可 以 考虑 空间 门 ; 


ow 


> I <~). 


1'={f, Z—C 


全 四 


取 范 数 1 1 := >, |f,| ， 则 工 ! 为 一 个 Banach 空 间 ， 


若 以 卷 积 定 义 乘法 ， 即 定义 
(jug)(n)=(f#g),= 之 178 


容易 验证 工 ! 是 一 个 可 交换 的 Banach 代 数 ， 具 有 


1 ,n=0, 
单位 元 素 e(n) 一 e。 = | 
0, nA0, 
例 5 局 部 紧 群 上 的 Banach 代 数 。 
若 G 是 一 个 群 〈 例如 采 法 群 ) ， 同 时 G 又 是 一 个 拓扑 空间 ， 而 
且 关 于 群 的 运算 是 连续 的 ， 即 (x，J) 一 xy 及 xxX :是 过 续 的 ， 则 
称 G 是 一 个 拓扑 群 ( 详细 讨论 见 第 六 人 童 ) 
例如 Z 是 一 个 加 法 群 ,在 Z 上 取 离 散 拓 扑 , 则 Z 是 局 部 紧 的 拓扑 
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空间 ， 故 称 Z 为 局 部 紧 群 . 四 
又 如 实数 集 R， 规 定 通常 拓扑 ， 对 于 加 法 也 是 一 个 局 部 紧 群 ， 
对 于 局 部 紧 群 ，Haar 证 明了 一 个 重要 事实 ，“ 在 每 一 个 局 部 
紧 群 G 上 ， 存 在 着 左 不 变 或 右 不 变 测度 ”。 即 若 4EG， 则 存在 测 
度 4， 其 有 如 下 性 质 : 
AL(4) 王 pH(xXA) (4(A)=H(Ax)), xEG 
( 第 六 章 中 将 证 明 这 一 事实 ) 
例如 R 为 加 法 群 ， 取 AER， 定 义 
A+x={ai+x|aE€A}, 
则 有 Lebesgue 测 度 4 ,使 得 L(A)= 二 L(A 十 x)， 即 测度 4 关于 坐标 平 
移 是 不 变 的 . 
乙 的 计数 测度 4 关于 平移 也 是 不 变 的 . 
尺 是 局 部 紧 群 ， 在 RR 上 定义 L!1(R). 


Li(R)={1: R=C| {ol dx<o0), 


取 范 数 .=| Max, 
并 以 卷 积 定义 乘法 
(fxg)(x) = | f(y)e(x—y)dy. 


则 Li1(R) 是 一 个 Banach 代 数 ， 
在 任意 局 部 紧 群 G 上 也 可 以 定义 Li(G). 


Li(G)= {1. cc | ff dh< 0} 
并 在 Li1(G) 上 定义 有 法 为 卷 积 : 


(f#g) (x) =| f(y)8(y1x)dn(y) 中 


出 ZL1(G0) 是 一 个 Banach 人 代数， 

例 6 一 个 不 可 交换 的 Banach 代 数 , 

设 X 是 维 数 大 于 1 的 Banach 空 间 ， 则 X 一 X 的 全 体 有 界线 性 党 
子 组 成 的 一 个 Banach 代 数 是 不 可 交换 的 ， 

例如 考 虚 一 个 二 维 复 向 量 空间 X{(a: ，a3) lc ，a; EC}。 则 
XX 的 线性 变换 对 应 一 个 矩阵 。 用 通常 的 加 法 和 数 习 定义 线 性 变 
换 的 相 加 和 数 宁 运算 ， 若 T，X 一 X，S，X 一 为 二 线性 变换 ， 定 义 
ST 为 二 变换 的 复合 SoTr， 则 SoT 对 应 的 矩阵 为 5 和 了 TT 所 对 应 的 二 矩 
阵 之 积 ， 故 为 不 可 交换 的 ， 但 恒 等 变 换 为 其 单位 元 素 。 

由 Banach 代 数 定义 中 范 数 的 性 质 1 xy 过 1x1ll2?1 知 ， 飞 
法 运算 为 连续 的 。 即 若 x, 一 Xx，y, 一 >， 则 x,y. 一 xX*y。 这 由 关系 式 

| xy 一 xy xy xy | 二 x.y—xy | 
lx, | 3? 一 > 下 十 下 xx。 一 % yl 

可 立即 得 到 . 

若 e 为 Banach 代 数 的 单位 元 素 ， 显 然 有 上 Ee] 之 1， 又 由 例 1 奉 
出 | e 上 可 能 大 于 1 ， 可 以 证 明 ， 一 定 有 拓扑 等 价 的 范 数 ， 使 单位 
元 素 e 的 范 数 等 于 1， 

设 e 为 Banach 代 数 4 的 单位 元 素 ，‖ ej] 二 c 之 1 ， 今 定义 为 一 
个 函数 ， 记 作 由 x 


1yl=1 }=sup{ ' 


x =sup{ lxyl 


yx) } 


易 验 证 由 x 量 为 范 数 . 
下 面 证 明 上 x 有 和 上 x 是 等 价 的 .因为 ， 当 | = 工时 xy| 
< lxl |? 一 和 xz， 所 以 
Hx =sup{ xyl | 上 > = 1}<lxi. 


另外 x 到 ?二 二 时 ， 刚 


>1=1,， 得 Vx 有 > 上 x .上 = 二 x 上. 
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于 是 有 工 1x]<xf<lx1l， 或 xf<lxl< 


cx 和。 所 以 由 站 和 下 x 有 等 价 。 此 时 
lel =sup{ ey {ly =1=sup{ yl llyl =1}=1, 
容易 验证 4 关于 范 数 上 ， 肯 仍 为 一 个 Banach 代 数 ， 
假设 4 是 没有 单位 元 素 的 Banach 代 数 ， 我 们 可 以 将 4 扩大 ， 使 
之 成 为 一 个 具有 单位 元 素 的 Banach 人 代数， 
邻 A,={(x, a)| xE€A, aEC}, 
定义 加 法 、 数 乘 、 乘 法 运算 及 范 数 如 下 , 
(Xx, a)+(y, B=(x+y, at+h): 
P(x, a)= (px, pa); 
(x， CQ) (y, DJ) 一 (x?7 十 px 十 cy， aB); 
(zx，a) 1 一 xl 十 al 
其 中 x, y€4h, a, PEC., 
容易 验证 ( 留 给 读者 ) 4 是 一 个 Banach 代 数 ， 其 单位 元 素 为 
kt0，1)， 即 e=(0，1) 且 ‖ el = 1 
每 个 xE4， 可 以 想象 成 4., 中 的 元 素 (x，07)， 即 
X=* (xX, 0), z 
这 个 对 应 将 4 对 应 4,。 是 一 一 的 ， 保 持 所 有 的 代数 运算 ,保持 范 
数 ， 将 4 嵌入 4,。A4 是 4,. 的 一 个 闭 子 代数 。 
再 来 考虑 Banach 代 数 4 上 的 线性 泛 函 ， 由 于 在 4 上 定义 了 乘 
法 ， 乔 9 为 4 上 的 泛 函 ， 满 足 V(xy) 一 2(x)9(7) 对 一 切 x，yEA4 成 
站 ， 则 称 % 保 持 习 法 运算 ， 如 果 8 为 A4 上 的 线性 泛 函 且 保持 乘 法 运 
算 ， 则 称 9 是 4 到 复数 域 C 的 代数 同 态 ， 简 称 为 Banach 代 数 4 上 的 
复 同 态 ， 
定理 1 车 A 是 Banaeh 代 数 ，% 是 4 到 复数 域 C 的 代数 同 态 , 则 
作为 线性 泛 画 ，1 9 和 1， 
证 ”用 反 证 法 ， 若 1 21 >1， 则 由 1 2 1 的 定义 知 ， 必 有 某 个 
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xuocE4， 使 xo = 三 1I 且 Ilp(xo)| >1, 


令 x=gy 则 1x1= 一 了 人 -<1， 且 %(x) 
1。 由 于 Lx sx 且 1x<1， 令 
8 mmX 十 Xs 十 十 X，， n=1, 2, *., 

则 {s,} 为 4 的 一 个 Caucehy 序 列 . 又 A 是 Banach 空间 ,所 以 存在 
y EA， 使 得 上 9, 一 y 上 一 0， 

由 于 xs, 二 8,,1 一 %*X， 从 而 有 xy 二 y 一 x*， 于 是 有 

Px)=P(x)P(y) = —*)=9(y)—9(%). 

因为 p(x) 二 1， 得 9(y) = 二 Pp(y) 一 1， 这 是 不 可 能 的 ， 定 理 得 证 . 

Banach 代 数 4 到 复数 域 C 的 同 态 是 Banach 代 数 上 最 重 要 的 复 
泛 函 ， 由 它 的 代数 性 质 ， 保 持 习 法 且 为 线性 的 ， 推 出 它 必 为 有 界 
的 ， 显 示 了 代数 性 质 和 拓扑 性 质 之 间 的 关系 ， 


$3.2 谱 论 


在 有 单元 的 Banach 代 数 A4 中 ， 我 们 要 考虑 4 中 的 元 素 关 于 乘法 
的 可 道 性 ， 元 素 xE Ah 称 为 可 道 的， 如果 存 在 一 个 元 素 y € 4 使 得 
XY 二 YX 二 6 
y 称 为 x 的 北 元 ， 记 作 x~!， 每 一 个 x*€ A 至 多 只 能 有 一 个 逆 元 ， 因 为 
车 y、z 都 是 x 的 逆 元 ， 则 z 


XYy= YX 光一 2 一 忆 y 
于 是 z=ze=z(xy)= (zx)y=ey=y. 
令 G 是 4 内 可 道 元 的 借 合 ， 


G= {XE 有 Ax !: 存 在 } 
容易 看 出 ， 若 x EG，y EG， 则 Xx"! EG, xy€0G,， 这 是 因为 (9 
一 X，(x7y)! 一 71X>-1， 所 以 G 关 于 乘法 构成 一 个 群 。 
定义 2 ”对 于 元 素 XE 4， 使 x-- je 不 可 赣 的 全 体 复数 1 组 成 的 
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集合 ， 称 为 x 的 谱 ， 记 作 wf(xy。， 即 cf(x)={4ECIx 一 1412kG 
定理 2 大 XEA， 上 x 二 1 则 e 一 xE€G,. 且 


(ex)"!==e 十 x 十 x? 十 … 十 x" 十 … 一 > x"。 (1) 


“=m0] 
证 记 s,= 二 e 十 x 十 x? 十 … 十 x"。 因 为 | x1 之 1，l1lx 1 和 
| x 上"， 得 知 {s,} 是 A 中 的 Canchy 序列 ， 故 (1 ) 式 中 级 数 收 敛 于 


一 个 元 素 yE A, 即 s. 一 ?= > x"。 又 
(e—X)s,=e—X"!'!—s,(e—X)—e, 
(e—x)s,—(e—X)y, s,(e—x)—y(e—xX), 
所 以 (e—Xx)y=y(e—x)=e。 
这 个 定理 说 明 ， 以 e 为 中 心 工 为 半径 的 开 球 内 的 所 有 元 素 都 是 
可 道 的 ， 


定理 3 者 acEG，jx1 二 ， 则 a 一 x€G, 


1 
la 
证 出 a—x=a(le—a :x), ja:xl la :| lxl<1i. 
由 定理 2 知 e 一 axX 可 道 而 4 可 道 ， 所 以 ale 一 2"'x) 可 道 ， 
BE a—XxXE€G,. 


定理 说 明 ， 对 于 G 中 的 任意 点 0， 以 为 中 心 ， 以 -了 了- 为 闪 
径 的 开 球 内 的 点 也 都 在 G 中 ， 由 此 得 出 以 下 绪论 ， 

推论 1 ”GG 是 开 集 ，A\G 是 闭 集 , 

定理 4 映射 x* 一 x”! 是 G 到 G 上 的 同上 胚 ， 站 
证 首先 证 明 xXx! 是 连续 映射 ， 令 a€G, |x < 


1 
21a” 人 


| (ce 一 xz 一 ao- = | (e 一 al1x)-1o-1 一 0 
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二 | ta-!ix+ (a-!x)? + )a-! 

[la xx 于 Te” xl +.…)la | 

大 ax 十 下 下 二 
二 ex 人 二 


| ex -1 于 2 
一 TS 


( 公 比 为 1o :1 1 x 1 < 之 却 的 几何 级 数 ) 


当 用 x 中 充分 小 ， 风 2 ex 站 可 以 任意 小 ， 所 以 x 一 X 
是 连续 的 . 

又 显然 x 一 x"! 是 映 上 的 ， 而 且 由 于 《x7!)"!=x，, 故道 喘 射 就 是 
它 自己 ， 所 以 x 一 x~! 是 G 到 G 上 的 同上 胚 ， z : 

定理 5 ”对 于 每 个 xE4A， 谱 c(x) 是 紧 集 ， 且 当 14Ec(Cx) 时 
和 站 x 上。 

证 着 史 > 1x| ， 则 一 各 上 <1， 所 以 e 一 等 EG， 即 加 一 
XE€G， 因 此 4 ol(x)， 故 若 14€Eolx) 则 风 志 上 x 上 ， 也 就 是 oc(x) 为 
有 界 集 . 

- 再 证 明 c(x) 是 闭 集 ， 设 1.Eo(x) 且 1 一 1， 则 x 一 4.e 一 X 一 4e。 
因为 x~-1,e EANG, 而 ANG 是 闭 集 ,所 以 x 一 AeE€ 4ANG, 即 1E€0o(x)。 
o(x) 是 闭 的 ， 

综 上 所 证 ，c(x) 是 C 中 的 有 界 闭 集 ， 故 c(x) 为 紧 集 。 

定理 6 设 ! 为 Banach 代 数 4 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 固 定 xEA4， 
定义 

1(N)=9((x—Ae)™ 1), A¢o(x) 
则 744) 在 C\ac(x) 上 解析 ， 且 当 1 一 ceo 时，j 帮 4 一 0 


证 取 定 XE CNo (x)， 证 明子 全 二 全 全 -当时 极限 
存在 。 
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央 C、No(x) 为 开 集 ， 故 当 4 充 分 接近 41 时， 4 ECNo(x). 
(x 一 Ape) 1 一 (x 一 4e) ”1=(x 一 He)-LCCx 一 he) 
—(x— Lue))(x— ie)-!, 


(zx 一 ke) 一 (zx 一 4e) =(x—He) !(x— /he) i (x— /Ae)-? 


1 一 


和 


当 8& 一 4。 
由 于 $ 是 线性 泛 函 且 为 连续 的 ， 所 以 当 4 一 4 时 

人 =$| (x— ue) Ce). 
这 说 明 j 在 4 点 是 可 徽 的， 从 而 f(4) 在 C\c(x) 内 是 解析 的 ， 

由 定理 5 知 f(D) 在 以 0 反 为 中 心目 x | 为 半径 的 圆 外 是 有 意义 
的 ， 故 可 以 考虑 4 一 co 的 情况 ， 由 G 中 道 映 射 的 连续 性 ， 当 4 一 cc 有 

Af(ND=$Ax— he) = (4 ix—e) = $(—e) 
所 以 当 4 一 ce 时 帮 (4) 一 0， 

定理 7 ”对 每 个 xE4，co(x) 是 C 的 非 空 紧 子 集 .。 

证 定理 5 中 已 经 证 明了 c(x) 是 紧 集 ， 现 只 需 证 明 c(x) 非 空 . 
国定 xX€ 4， 者 o(x) 为 空 集 , 则 对 一 切 $ € 4* ,了 (和 ==$( (x 一 he) 7) 
在 C 上 解 术 ， 即 j( 人 为 整 函数 ， 且 由 41 一 co 时 7 人) 一 0 知 1(4) 是 有 界 
的 ， 根 据 Liouville 定 理 知 1 (人) 二 0. 

又 取 定 4=0，x 可 逆 故 x”! 关 0， 由 Hahn-Banach 定 理 知 ， 存 在 
人 CA ， 使 得 $ (x!) = jx: *0, 即 1(0) = (x™1) 二 0， 下 
盾 ， 定 理 得 证 ， 

定理 8 (Gelfand-Mazur 定 理 ) 若 具 有 单位 元 素 的 Banach 
代数 A 中 的 每 个 非 零 元 素 都 是 可 道 的 ， 则 A 就 是 复数 域 , 即 着 G= 
AN{0}, 则 A=Ce,，(Ce= {he AWEC})., | 

证 ”由 假设 知 ， 对 于 一 切 x€A， 只 要 x 一 Ae 关 0 则 x 一 he 可 道 ， 
即 1@&o(x)， 换 言 之 ， 若 1Eo(x)， 则 x 一 Me=0， 即 x= je， 所 以 
o(x) 至 多 只 能 包含 一 个 数 ， 因 为 车 4,，4, Eo(x) ， 则 由 x 二 A.e 及 
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x 二 4,e 基 41 二 4,。 又 由 定理 7 知 o({x) 非 空 ， 故 o(x) 刚 好 由 一 点 组 
成 ， 记 为 1.， 则 x 一 0.e， 因 此 x 一 1: 是 4 到 复数 域 上 的 同 构 , 且 x 
二 有 el 一 |， 所 以 也 是 等 距 的 ， 因 此 4=Ce. 

定理 说 明 ， 这 个 代数 A 是 最 简单 的 代数 ， 且 顺便 得 到 了 A 是 可 
交换 的 ， 在 后 面 考 患 可 交换 的 Banach 代 数 时 ， 可 以 看 到 这 个 定理 
的 重要 性 . 

定义 3 A 是 具有 单位 元 素 的 Banach 代 数 ，x€ A 

p(x)=sup{ | AEo(x)}, 

P(x) 称 为 x 的 谱 半 径 ， 

定理 9 【〈 谱 半径 公式 ) 对 于 每 个 xE 4， 

p(x)= lim Nx. 

证 (1) 首 先 证 明 P(x)< lim inf x* 1 

国定 xE€A， 若 1Eo(x)， 则 必 有 Eo(x"') ,因为 若 4* olx )， 
则 (x 一 入 e) :存在 ， 但 

X“” 一 he 一 (x 一 人 e)(x 1 十 hx 2 十 十 全 -2X 十 全” e) 

二 (x" -1 十 0x2 2 十 … 十 入 -2X 十 入 ie)(CX 一 4e)， 

右 乘 (x "一 入 e) 1， 得 

e 一 (xX 一 4e)(xs 1 十 1x2 2 十 十 各 -2X 十 和 ie)(x 一 人 ec) 。 
左 乘 (x 一 4e) :， 得 

e 一 (X" 一 各 e)-1(0xX 十 4 2 十 … 十 入 2X 十 4 e)X 一 42) ， 
由 以 上 二 式 知 (x 一 4e) :是 存在 的 ， 故 4Ec(x)。， 所 以 知人 Eco(X) 则 
Eo(x) (n=1, 2, … )., 

又 由 定理 5 知 | 加 | 委 |x" 上 ， 所 以 国志 | 上 x" 上 "。 这 就 给 出 


时 


p(x)<lim inf Lx"l ， 
(2 ) 其 次 再 证 明 p(x) 之 lim sup 有 x* 中" 
因为 (zx 一 和 4e)-! 一 一 4 104e 一 4 12xX) 1 
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而 当 jx11<1， 即 人 站 x 时 ， 
(e 一 4 X) ”一 > (4 x)", 


部 (x 一 1e) -i=—A > (Hix)'=— 人 > 0 


141>1x1， 
于 是 f(D)=B((x—he))=~— > D(x) A "1!, 


DEA", >ixl. 
由 定 轩 6 知 1() 在 CNo(x) 内 是 解析 的 . 特别 地 ， 休 人 在 乱 作 辣 


>P(x%)} 内 是 解析 的 。 于 是 得 出 级 数 etr ) 4 一 和 六 


中 (4 0) 在 域 14 | 网 >0(x} 内 收敛 攻 对 任意 EA"*， 有 
sup (D(A"x")| <co， 有 儿 之 P(x)， (2) 


由 第 二 章 推论 2 知 ， 对 于 任意 的 XE 4A， 映 射 @ 一 上 (x) 是 4 上 

的 有 界线 性 泛 函 ， 其 范 数 为 
xl=sup{ B(x BEA, ol=1}. 

所 以 入 1x，A?x?，…，A 人 "x",，… 是 定义 在 4A" 上 的 一 族 有 界 
线性 泛 函 ， 且 对 每 个 四，( 2 ) 式 成 立 。 由 Banach~Steinhaus 定 理 
知 ， 对 每 一 个 使 亿 之 P(z) 的 1， 存 在 一 个 实数 (4)， 使 得 

上 入 cG4)， n=1, 2, **， 
即 对 一 切 n 有 


[人 和 Ce ， 风 之 o(x)。 
因此 


lim suplx"l <lim llel)' 一 网 ， 
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对 于 一 切 满足 几 之 P(x) 的 4 是 成 立 的 。 所 以 
lim sup I x" 1 “<P(x). 


由 ( 1 )、(《2 ) 得 


' 
一 一 


lim | x* 1 =P(x). 定理 得 证 。 


定理 说 明了 以 下 几 个 事实 ， 

(1)0(xz) 的 定义 仅 用 了 元 素 x 的 代数 性 质 ， 即 根据 x 一 he 是 全 
有 逆 元 素来 确定 P(x)。 但 定理 却 给 出 了 (2z) 和 x" 的 范 数 肥 关 ， 也 
就 是 (x) 依 赖 于 A 的 拓扑 性 质 ， 

( 2 )P(x) 与 范 数 ex 上 是 如 何 定 义 的 无 关 , 只 要 有 4 按 范 数 x 
构成 Banach 代 数 ， 则 谱 半 径 公式 恒 成 六, 且 P(x) 只 和 x (Ma 一 1，2， 
… ) 有 关 ， 而 与 整个 4 无 关 . 

(3 ) 若 Banach 代 数 A 是 Banach 代 数 B 的 闭 子 代数 ， 可 能 出 现 
以 下 情况 ， 茶 个 xE€ A，x 一 he 在 4 中 不 可 逆 ， 但 在 B 中 可 道 , 令 

oA(x) 二 {11(x 一 1e)"! 在 A 中 不 存在 }， 
os(X) 二 {141(x 一 4e)"! 在 B 中 不 存在 }， 
则 4(x) 二 os(x)， 但 定理 9 却说 明 x 的 谱 半 径 不 受 影响 ， Rp, (x) 
=Ps(x)=1im| x | ; 谱 半 径 仅 仅 用 x 的 者 的 度量 性 质 给 出 ， 

例 设 B=- C(T) 是 单位 圆周 T 上 的 全 体 复 连 续 函 数 . 按 通 和 常 的 
加 法 和 乘法 ， 取 范 数 ‖|f 上 w= 二 supt{ If(z lzET}，,B 为 一 个 Banach 
代数 ， 并 且 有 单元 e==1. 

令 A 是 C(T) 中 具有 下 列 性 质 的 f 的 集合 ，f 可 以 开拓 为 单位 圆 的 
闭 包 U 上 的 连续 函数 F， 且 F 在 U 内 解析 ， 则 按 B 中 定义 的 加 法 ， 乘 
法 和 范 数 ，4 也 构成 一 个 Banach 人 代数。 只 需 证 4 是 财 的 。 设 
{f,} € A， 即 每 个 ,都 可 以 开拓 为 F, ，F, 在 U 上 连续 在 口内 解析 ， 
在 {f 为 4 内 的 Cauchy 序 列 ， 则 f 在 T 上 一 致 收 伍 ， 即 

| 7 一 了 | <e, n, m>N, 
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办 lim 7.= 7 。 


由 解析 函数 的 最 大 模 原理 知 ， | P. 一 Pu <e， 当 n,m>N， 客 
{F,} 也 是 Cauchy 序 列 ， 且 在 U 上 一 致 收 化 ， 令 limF, 一 RF，F 即 为 


f 在 上 的 开 折 ， 所 以 FE4。 这 表明 4 是 了 的 闭 子 代数 . 

考虑 fu(eig) 一 si 定义 的 fo， 则 Pu(z)=z。 下 面 求 c4(fo)。 因 
为 几 志 上 f=1， 所 以 不 必 考 起 1 之 1 的 情形 . 

当 几 志 1， 考 虚 j 一 人， 1 在 A 中 的 逆 元 素 (fo 一 4. 1)-:， 知道 
元 素 存 在 ， 则 一 定 可 以 开拓 为 U 上 连续 UU 内 解析 的 函数 ， 故 必 能 在 
U 上 展 成 筹 级 数 ,但 当 几 芝 1 时 , (jo 一 41) -= 个:( 晤 一 1 


而 fe 和 | >1， 放 不 能 展 成 螺 级 数 ， 所 以 fo 一 4 1 的 道 元 素 不 存在 ， 


因此 os(fo)=U. 
再 求 0s(Jo)。 当 国之 1 时 fo 一 4. 1=ei9 一 4 0 ， 所 以 


mm -! 一 _ ] 
(fo | 1) fo 一 A 入 ° 


但 当 |41=1 时 f(D)= 罗 则 7 二 二 不 存在 ， 所 以 ca(f 6) 


= TT, 
由 此 看 出 os(f6o) 比 cs(fo) 要 大 得 多 ， 但 Ps(f 0) 一 pif oo) 一 1 


83.3 Banach 代 数 上 的 理想 与 同 态 


本 节 研究 可 交换 的 Banach 代 数 4 上 的 极 大 理想 与 A 上 的 复 同 态 
9 的 关系 ， 在 第 一 章 中 ， 已 经 给 出 了 环 上 理想 与 极 大 理想 概念 ， 所 
谓 Banach 代 数 4 上 的 理想 1， 是 指 I 是 4 的 子 集 ， 且 满足 

(1 ) 若 x*，y EI， 则 x 十 y E1; 

(2 ) 若 x*E€I，zE€A 妇 A， 则 xzE1., 
也 就 是 将 4 署 成 一 个 环 ， 则 1 是 环 上 理想 ， 

车 7# A4， 则 称 1 为 一 个 真理 想 ， 车 I 是 一 个 真理 想 ， 且 不 含 于 其 


它 任何 真 埋 想 ， 则 称 1 为 极 大 理想 。 嗓 着 N 是 4 中 的 理想 ， 且 ICN， 
则 必 有 = 了 或 N 一 4 

理想 I 实际 上 是 个 子 空间 ， 因 为 车 xE€1,y&€1， 则 x 十 yE1; 者 
xXE1, a€EC, Max=a(ex)= (ae})x ET, 

以 下 我 们 总 以 4 表示 具有 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 ，- 

容易 看 出 4 上 的 理想 !I 具 有 以 下 儿 个 性 质 ， 

(1 )! 是 4 上 的 理想 ， 则 1 也 是 4 上 的 理想 . 

(2 ) 若 7 是 4 上 的 真理 想 ， 则 In G 一 由 

因为 车 II G 关 $， 则 存在 sE1N1 G， 所 以 g~!€ 4 存在 ， 于 是 e= 
gg-!&€1， 因 比 I=A， 与 1 是 真理 想 矛 盾 ， 

由 (1)(2) 知 , 若 工 是 一 个 真理 想 ， 则 工 也 是 真理 想 ， 因 为 若 
In G 二 $8， 而 G 为 开 集 ， 所 以 TN G=$. 

( 3 ) 若 M 是 极 大 理想 ， 则 愉 是 闭 的 . 

因为 由 (1 ) 知 ，M 也 是 理想 。 由 ( 2 ) 知 MI G=$, 所 以 MA， 
又 HCM:#A, 由 极 大 理想 定义 知 M=M， 即 M 是 闭 的 ， 

(4) 若 1 是 4 的 真理 想 ， 则 存在 极 大 理想 M， 使 得 M 二 1。 

可 利用 Zorn 引 理 加 以 证 明 , 令 

NM 一 {J | J 是 4 上 的 真理 想 ，J 一 全 
利用 集合 的 包含 关系 将 .NV 半 序 化 , 今 取 {J。} EM 是 一 个 链 , 则 容易 
验证 J 一 Uy. 是 包含 1 的 真理 想 且 为 {7e} 的 上 界 ， 由 Zorn 引 理 知 .N 
中 必 有 极 大 元 素 M， M 即 为 包含 [的 极 大 理想 . 

若 I 是 A4 上 的 一 个 闭 的 真理 想 ， 对 于 每 一 个 xEA4A ， 令 x 或 p(x) 
表示 集合 x 十 1 

p(x)=x=x+I= {x+y| y EI}, 

称 为 1 的 傍 集 ， 显然 由 定义 知 ， 若 xs 一 x1 €1， 则 Xs 一 x， / 者 Xs 一 
x 儿 1 ， 则 x: 门 x1 一 $， 令 A1I 表 示 I 的 所 有 傍 集 构成 的 集合 ,在 
A/I 中 定义 加 法 、 数 习 、 乘 法 及 范 数 如 下 . 


。 。 一、 
Xi 十 Xz 一 XX 或 (xi 十 J 十 (xs 十 门 一 xi 十 Xz 十 
。67 ， 
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。 一 
Q XxX 二 ax， 或 ax 十 门 一 cx 十 )， 
。 。 -一 、 
Xi 。"X2 一 XIX2， 或 (xi 十 IT)(xz 十 站 一 xixs 十。 


1x 1= |x+Il=inf{lx+yl|yEl)}. 
则 A/I 是 一 个 具有 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 . 

首先 ， 上 面 给 出 的 加 法 、 数 乘 及 乘法 运算 是 完全 确定 的 。 事 实 
上 ， 奋 zi 一 XI ET，zz 一 % ETI， 则 zi 一 x1 十 zs 一 x2 ET ， 即 (z; 十 


z?) 一 (xi 十 xz)JEGT. 也 就 是 说 ,车 >， 一 x » z， 一 Xs, 则 
一 一 、 一、 
Xi 十 Xs 二 V1 十 ?22。 又 由 ?1 二 Xi 十 y1，Y1E1 及 zi 二 Xs 十 y4， 
y:€1， 知 

Z122 一 XI1X: 十 (71X 十 Xiy: 十 ?7172)， 


mm 


又 yixztxiys 二 yiys EI，。 区 Ziz2==XiX。 

再 证 明 | x 上 1 满足 范 数 的 条 件 ， 由 定义 4/I 中 的 零 元 素 为 0 = 
O+1 二 1.4/I 中 的 单元 为 e=e1. 

(1) 1 x1 守 0， 显 然 成 立 ， 


车 上 x =0, 由 上 xj 的 定义 知 ,存在 y, E171, 使 得 上 x 十 y, 上 一 0. 
因为 x 十 y,: EA， 所 以 x 十 y, 一 上 OO， 即 一 y, 一 x*， 又 1 是 闭 的 ， 故 x E17， 


即 x 一 0. 

(2)1axfi=lal1lx1， 显 然 成 立 。 

(3 ) 证 明 和 x+x sl1x 1+1x: 1， 

由 1 xi1 定义 知 ， 任 给 e > 0 ， 存 在 %ET， 使 得 1 xi 十 2 过 
| xi, 1 二 e， i 二 1，2，。 又 

| xi tx Sx txaty t+ya [Sxity + lx: 
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二 ?21 < Hx 1 十 1 xs| 十 28， 
所 以 [xit+xsl 1Lx + x 
(4) 再 证 1xix: 1 和 1x: 1 1xs:1. 
与 (3 ) 同 ， 和 xixs (xi+yi) (rity) | < x 
+ lxstys | <Chx d+e) (lx b+e) 


= |xil 1xs te, 
所 以 [xixz) Cixil lx |， 
最 后 证 明 A/I 的 完备 性 ， 


令 {x ,是 4A/T 中 的 Cauchy 序 列 ， 则 存在 着 子 序列 {x +,}， 使 
得 
| mn il, 2, 
$+1 4 21 4 $ 多 省 
对 于 一 切 主 ， 由】 xy 一 Xn, 上 的 定义 知 ， 存 在 %EI 使 得 
| 一 二 < 
令 2 一 Xi 十 yi-1 十 2- 十 二 71， 则 
| tl | 一 | Xni+1 一 XI 十 yi | < 1 一 1，2，，，， 
所 以 {zj} 为 4 中 的 Cauchy 序 列 ， 又 4 是 完备 的 ， 故 {zj} 收 钦 ， 令 有 z 
一 z ， 又 因为 1 2, 一 Zz 上 过 上 z 一 z 1( 取 y=0E71), 所 以 z ,一 Z、 
义 生 一 X1 = Yi yi ty < 了 ， 故 z ,= x n,, 由 此 可 知 { x,} 
有 收 伍 子 列 {x 由， 县 收 你 于 z， 于 是 得 到 {x .一 z , 即 4/T 是 
完备 的 . 
由 以 上 论证 知 ，4/7 确 为 一 有 单元 e 的 可 交换 Banach 代 数 ， 


也 称 为 商 代数 。 
定理 10 4/7 是 一 个 域 的 充分 必要 条 件 是 7 是 4 上 的 极 大 理想 . 


证 假设 xE4 xxeI， 则 x 是 0 且 x Eh/1,， 作 


J= (xz | 2 EA/I}={xzt+y| 2€E A, yET), 
容易 验证 J 是 4 的 一 个 理想 ， 且 JDT， 因 为 YEJ 而 xFI， 故 7 wT. 
若 工 是 极 大 理想 , 则 J 一 4。 因此 对 某 个 zE4 和 ?ETI 有 xz 十 y 一 


e。 即 xz 一 e=yET， 所 以 x z 一 6 。 这 就 是 说 ， 若 x 失 0 则 xz 可 
道 ， 由 Gelfand~-Mazur 定理 知 4/ TI 为 一 个 域 . 
车工 不 是 极 大 理想 ， 则 与 以 上 -- 样 选择 x 使 7 交 4， 即 e 儿 J， 从 
而 x 在 4/1 中 不 可 道 ， 定 理 得 证 . 
下 面 研究 A 上 的 极 大 理想 与 4 到 C 上 的 代数 同 态 之 间 的 关系 . 
令 .M(4)= 二 NM 表示 A 的 一 切 极 大 理想 的 集合 . 
令 I(4)== A 是 4 到 C 上 的 一 切 非 零 代 数 同 态 的 集合 ， 
取 M CE.Y ,由 定理 10 知 4/M 是 一 个 域 , 且 由 Gelfand-Mazur 定 


理 知 4/M=Ce ， 这 也 就 是 说 ， 当 M 取 定 ， 任 给 xE4， 则 对 应 一 个 
复数 记 作 Px(x)， 使 


xX 一 X 十 M=Ppu(x) e ; Pu(X) EC, 

或 x—Pu(x)e EM, 

由 4/M 的 定义 知 ，A 一 A/M 即 x 一 x 保持 所 有 的 代数 运算 ， 
即 为 一 代数 同 态 。 又 4/M 一 C ， 即 x 一 pu(x) 为 一 代数 同 态 ; .由 
此 可 得 x 一 pu(x) 是 A 到 C 上 的 代数 同 态 , 即 属于 AJ， 也 就 是 说 ， 任 
给 ME .4 ,都 可 以 找到 一 个 4 中 的 元 素 wpw :x 一 ox(x) 与 之 相对 应 ,使 
gu(x) = 0 的 一 切 x 的 集合 称 为 px 的 核 ， 记 作 ker pw， 显然 

kerox 一 {xX 2u(x) 一 0 一 M， 

定理 11 沙 y 是 4 一 C 的 代数 同 态 ， 且 kerg= M， 则 M 必 是 4 
的 极 大 理想 ， 

证 设 x，> EM,，, 邮 p(x)==0. p(y)== 0 ， 则 (x 十 y) = 


:70 ， 


p(x) 二 8(y) 二 0。 所 以 x 十 yEM. 

若 xEMH，zEA4， 则 人 x2)= p(X)。 yp(z)= 0。 所 以 xz EM. 

故 M 是 一 个 理想 。 任 给 一 个 理想 N 二 M 且 N#M， 即 有 yEN， 
yM，y(y) 忆 0。 不妨 设 $y) 二 1， 又 pl(e)= 二 1 ,所 以 bp(e 一 y)= 
0 即 e 一 y EM, 故 存在 mEM, 使 e 一 y=m。 又 yEN, mEMCN, 从 
而 e=y+tmE€N， 于 是 N= 二 A， 所 以 M 是 极 大 理想 ， 定 理 得 证 ， 

又 由 于 p(x 一 (xX)e)=p(x)— ple)p( (x) =x)— $(X) = 0, 
得 x 一 (x)e EM, 

这 个 定理 说 明 ， 任 给 EA， 则 得 到 kery 二 ME.HMV， 而 且 对 一 
切 xE A， 有 x 一 B(x)e EM， 所 以 y 即 为 9w. 

综 上 所 述 ， 给 定 ME.M， 可 以 有 Ww E L 与 之 相对 应 ， 使 Kerow 
二 M，Xx 一 Pu(Xx)e EM， 反 之， 给 定 一 个 5€ 74, 则 kerp=ME_M， 
且 x 一 B(x)eE€ M, 这样 就 确定 了 极 大 理想 集合 .WV 和 代数 同 态 集合 -4 
上 的 一 一 对 应 。 又 由 于 极 大 理想 一 定 存在 , 故 一 定 有 4 一 C 的 代数 同 
态 。 若 在 代数 同 态 集合 上 再 定义 拓扑 ， 则 可 构成 一 个 拓扑 空间 。 下 
面 在 讨论 Gelfand 表 示 理 论 时 ， 将 在 JI( 或 .WNW) 上 引入 拓扑 . 


$3.4 驹 拓扑 与 驳 "拓扑 


设 X。 是 拓扑 空间 ， 其 中 a 是 某 个 指标 集合 kK 中 的 元 素 ， 考 虚 简 
卡尔 乘积 


x= [| x,， 


这 是 指 xEX 可 看 成 三 义 序 列 
2X 一 (x。laEK)， 其 中 x。EXX。， 
X 上 的 乘积 拓扑 是 指 有 一 个 由 以 下 形式 的 集合 组 成 的 基 ; 
人 PITKU。) 
其 中 UU. 是 X。 中 的 开 集 ，BCK 且 B 为 有 限 集 ,P。 是 XX 到 X。 的 投影 . 


"ff1 : 


即 P。，X 一 XX。，x 一 Xx。， 其 中 x 三 (xs) .X 中 的 开 集 定义 为 基 中 任意 
多 个 集 的 并 集 。 按 以 上 定义 的 拓扑 x' 趋 近 于 x ， 即 x" 一 % 是 指 每 
一 个 坐标 都 有 Xs 一 x。，a € KK. | 

在 点 集 拓 扑 中 有 以 下 著名 定理 , 

定理 12 《Tychonoff 定 时) 一 族 紧 攻 四 空间 X,(a EK) 的 入 卡尔 
乘积 | | X, 也 是 紧 的 ， (证明 从 略 ) 


站 旦 下 


Banach 空间 的 范 数 拓扑 通常 称 为 强 拓扑， Cauchy 倒 列 {x,} 
称 为 是 强 收 仑 的 ， 其 极限 也 称 为 强 极 限 。 下 面 介 绍 弱 拓扑 和 弱 ” 拓 
扑 的 概念 ， 

设 A 是 赋 范 线性 空间 ，A' 是 和 A 的 共 V 空 间 ，A'" 是 A 的 其 胃 
空间 。， 由 第 二 章 推论 知 , 对 于 固定 的 x E44, 映射 p 一 P(x)，(%€ 4") 
是 A" 上 一 个 范 数 为 x 上 的 有 界线 性 沁 函 ， 即 当 x EA, 令 

x (9) 一 -P(X), 
其 中 9 € 4"， 则 x E4* 且 |x1=1xl .由 此 知 A4CA**. 

任 给 xE4， 考 虑 {9(x) PEAh'}， 由 Hahn-Banach 定 理 知 ， 
当 x 寺 y 则 {9(Xx)) 半 {9(y)}， 即 对 于 不 同 的 x， 广 义 序 列 {9(x)} 不 
同 。 这 样 可 以 将 x 和 它 在 p 上 的 广义 坐标 2(x) 三 x。 相 对 应 ， 即 x 完 
全 被 厂 义 序列 {x,} 所 决定 。 也 就 是 说 三 XE A， 则 


x ETTx， (X=C). 


reAr" 


于 是 4 中 每 一 点 x 都 可 以 看 作 乘积 空间 | | X。 中 的 点 。 反之 ， 若 


全 本 站 


i€ | | xX。， 只 有 当 t 满足 


aA”" 


时 ， 可 以 有 #E 4， 所 以 4 是 乘积 空间 | | X。 的 子 集 ， 将 乘积 空间 


peaA" 


YE : 


| Xe 的 拓扑 作 为 人 的 拓扑 则 A 成 为 [Xx。 的 子 空间 . 这 种 折 
扑 称 为 和 的 弱 括 扑 
从 的 弱 拓扑 是 指 包含 着 如 下 形式 的 集 含 构成 的 基 的 拓扑 
U(x, pg 0 2)={xEA|IP(x)—9P,(x0) <e, 
i = 二 4，2,， nn}, 其 中 xoE€h, 91, 92, ,9,.Eh*, nEN, 
e>0., 

由 以 上 引入 的 拓扑 看 出 ， 的 弱 拓 扑 是 指使 一 切 2EA" 都 连续 
的 拓扑 ， 在 4 原来 的 度量 拓扑 下 ， 所 有 2EA4" 都 是 连续 的 。 故 以 上 
引入 的 拓扑 较 4 的 度量 拓扑 要 弱 ， 故 称 为 弱 拓 扑 . 

下 面 考虑 和 的 共 罗 空间 4A" 上 的 拓扑 。 由 以 上 所 述 知 ，A4* 的 纶 
拓扑 是 使 4A“ 中 的 元 素 都 连续 的 拓扑 。 又 ACA'* ,又 可 以 由 此 引入 
一 种 有 用 的 拓扑 ， 称 之 为 4* 的 弱 " 拓 9 扑 ， 它 是 使 和 A 中 的 元 素 都 连续 
的 最 弱 的 拓扑 ， 即 4*" 的 弱 * 拓 扑 是 由 以 下 形式 的 集合 构成 的 基 的 拓 
扑 ; 

. U(P,, x Xs "0 Xx, e )={9E€EA"|| X90)— xi(9))| 
<e, i=1, 2,., nn} 
或 U(9,, Kis X22 “oo Ns? e )={9€A'|| Px) — Po lx) <e, 

7 一 1，2，… n}, 

其 中 PEA, x1, '*, XGA x (9)= P(x,), ee>0,， 

A* 的 弱 拓 扑 被 4"" 所 决定 ， 而 A* 的 弱 拓 扑 由 A 和 A 决定， 又 A 可 
以 散 入 4”， 所 以 弱 " 折 扑 比 弱 拓 扑 要 弱 。 

定理 15 (Alaoglu 定 理 )。 设 A 是 赋 范 线性 空间 ， 令 

S 一 {2EA4" 119 1 <1}. 
则 $* 是 弱 " 紧 的 ， 即 在 4* 的 弱 * 拓 扑 下 ，S* 是 紧 的 。 

证 对 于 每 个 *EA， 令 A, 二 {aEC1lal < 上 1 x 上}， 因 为 4, 是 
C 的 有 界 闭 集 ， 所 以 4, 是 紧 集 . 

奋 PES"，0 了 可 以 看 成 广义 序列 {2(x)}， 且 由 IT < 1 二 


* #73 和 


px) 和 ip211x1 和 xi。 所 以 p(x)E4:， 故 


SC Tis.. 


sh 


由 Tychonoff 定 理 知 || 4, 也 是 紧 空间 ， 而 S* 是 这 个 紧 空间 


| 


的 子 集 ， 要 证 明 S* 是 紧 的 。 只 需 证 明 S* 是 闭 的 。 即 证 明 在 4" 的 弱 ” 
拓扑 下 ，S "的 极限 点 含 于 S "内 。 
任 取 t 一 (如 ) 是 S "的 一 个 极限 点 ， 要 证 明 tES"， 只 需 证 明 


fy 一 1 十 17， (Vv 从 y € 4), 
tor=at, (a€EC, xE€A), 
lt 1<1. 


设 x，>EA4， 任 取 e 之 0， 按 4 "的 弱 "拓扑 定 义 ， 知 


Di xX, Ys YX 十 》， )={s 和 | 4. 1 一 划 < 人 8， 


ls 一 如 <e, sors™— te+a <e} 
是 上 的 一 个 邻 域 ， 因 为 t 是 5* 的 极限 点 ， 故 该 邻 域 中 包含 5* 的 点 ， 
即 存在 PES' 使 得 Pp EU(t;， x,y，x 十 y,E)。 所 以 
(tors— tes—ty)— (Pr ~ Ps— PR lt Pr + lt,— 9 
十 lt — Ps <3e, 
但 ES "是 线性 的 ， 即 9.41 一 9 一 9 二 0， 所 以 有 
ter—ts—tsl <3e. 
由 e 的 任意 性 ， 得 
torr=ts 二 ty, 
类 似 地 可 证 fos =at,, 
又 由 |t, 一 9 <e， 得 jt| 二 1p,| 十 s 委 jx1 十 e。 再 由 e 的 任意 
性 ， 得 | 上 t| 二 x， 好 上 上 #1。 所 以 S* 是 弱 ' 闭 的 证 毕 , 


。 74. 


8S3 .5 Gelfand 表 未 理论 


由 8$3.3 的 讨论 知 ， 若 4 是 具有 单元 的 可 交换 的 Banach 人 代数. 
HM 是 A 的 极 大 理想 的 集合 ,A(4) 是 4 一 C 的 所 有 非 零 代数 同 态 的 
集合 ， 则 .NM 和 .J(4) 是 一 一 对 应 的 ， 内 此 下 面 考虑 的 J(4) 一 C 上 
的 变换 ， 也 可 以 看 成 是 .VY 一 C 上 的 变换 ， 对 于 任意 的 xE 4， 定义 
-一 C 的 变换 x 为 : 
、 x (9)=9(x), YE A(A)., 
x 本 叫做 x 的 Gelfand 变 换 ， 

由 定义 容易 得 出 x 的 以 下 性 质 ， 

(1) (x+y) =x+7, x, yEA. 

因为 (x+y) (9)=9(x+y)=9(x) +9(y)= x* (9) + y(9). 

v € I(A)., 

(2) (xy) =x》。 (与 (1) 的 证 明 类 似 ) 

(3) (ax) 一 zx。 

放 x-X 即 A 一 >A={ |x € A } 保持 以 上 代数 运 


算 ， 故 为 一 代数 同 态 。 
更 定义 范 数 


| x | w=sup | x (9)| = sup lp(x) 
-所 EA 
又 由 于 pE (4A)， 由 定理 1 知 191 入 1， 故 
1x1。<l1x1. 
即 得 以 下 结论 ， _ 
定理 14 Gelfand 变 换 是 由 4 到 A 的 模 减 小 的 代数 同 态 。 


下 面 在 集合 .ML (4) 上 ， 也 就 是 J(4) 上 ， 引 入 拓扑 ， 它 是 使 所 
有 的 Gelfand 变 换 x (xE€ 有 A) 都 连续 的 最 弱 的 拓扑 ， 称 为 Gelfand 扼 


。75 ， 


扑 . 

任 给 E.A(4) ,Gelfand 变换 x (9) 在 ,是 连续 的 ， 是 指 当 
9 菲 近 ?6 时 (在 -MV 中 ), x《2) 和 x (2o) 很 接近 (在 C 中 )。 根 据 连续 映 
射 的 定义 知 ， 要 使 (9) 是 连续 的 ， 必 须 使 开 集 合 的 道 喘 射 仍 是 开 
集合 。 即 任 给 se> 0 ， 集 合 


(EMA) IX (9) 一 x (po)| <e} 
必须 是 开 的 。 将 该 集合 记 作 U(P,，x，e);， 即 


U(Posx,e)= {9EA1|x(9)—* (9)| <e} 
必须 是 开 的 . 
讽 PuENM, Xi X22 ys Xs, ECA, 记 


U(Po; XxX1, Xs ‘Xs€ )= I EN | IX(9)— x (0) I<e, 
i 二 1 ，2， “**y 及， 


则 UP Xl Nes 9 €£ )= 门 oos Xis <) 。 
f=1 


显然 ， 任 意 两 个 U0(90o; Xi1，X:，…，X,，6) 的 交集 仍 是 这样 的 集 
合 。 考 虑 可 以 表示 成 任意 多 个 (9。， x1，…，Xx、，e) 这 种 集合 的 
并 的 集合 全 体 即 构成 一 个 拓扑 ， 这 个 拥 扑 以 CA2o， xl， X2 ,""*, 
xs。，8) 为 基 。 在 这 个 拓扑 下 所 有 Gelfand 变换 x 都 是 连续 的 ， 
由 此 知 Gelfand 拓 扑 上 共有 一 组 基 ， 它 包含 了 所 有 形 如 DCPo，x，， 
Xs, “**, Ns, 2) 的 集合 ， ~、 
“引入 Gelfand 拓 扑 后 ， x 是 .NH 上 的 连续 泛 函 ， 即 * EC(-， 

或 A 一 {x xEA} 是 C(.N ) 的 一 个 子 空间 .事实 上 A 也 是 一 个 子 代 
数 ， 且 分 可 以 分 离 点 ， 即 若 P，yE.MY 且 VB， 则 存在 xE A， 使 得 


x(9) 中 x( 中 )， 
或 POX) F(X), 
因为 I(A4) 与 .WV 是 一 一 对 应 的 , 故 由 9 起 yy 知 P 和 所 对 应 的 极 大 
. {10 4 


理想 也 是 不 同 的 ,也 就 是 说 2 和 % 的 核 是 不 同 的 , 因此 可 到 xEker9 而 
XxX 儿 kerp， 有 所 以 存在 x 使 
(x)= 0, yx 0, 
放 p(x) z%(x) 或 x (2) x (y)， 由 此 知 我 们 可 以 用 Gelfand 变换 
x 区 分 极 大 理想 ， 或 区 分 A 一 C 的 代数 同 态 ， 
定理 15 在 Gelfand 拓 扑 下 ， MUM 是 紧 的 Hausdorff 空 间 ， 
证 ” 任 给 yE.MV (ANA(A))， 作 用 在 每 一 个 x<EA 上 得 广义 序列 


($(x))， 故 y 可 以 看 作 乘积 空 间 【| c。 的 点 ， 又 % 是 代数 同 态 ， 由 


定理 1 知人 乡 | 1. 故 . 人 可 以 看 成 单位 球 8 一 {1E.U IN oi <1) 
的 一 个 子 集 ， 又 Gelfand 拓 扑 正 是 SS "上 的 弱 * 拓 扑 , 故 由 Alaoglu 定 
理 S "是 紧 的 ， 若 能 证 明 . 妈 是 闲 的 ， 则 . 妈 必 为 紧 集 合 ， 又 


-6=| i 人 [| C,| tars=t;+Tty, 1 xx = ht,, ! > 一 !-fy， 
=1 ltil<1), 


与 证 明 Alaoglu 定 理 同 ， 可 证 满足 tf,, ,= 二 tf, 十 ty 的 集合 一 定 是 闭 
的 。 同 样 ， 满 足 刀 ,= 二，tsy 二 tty，t。 二 1 ，] 丰 所 1 的 集合 也 是 
闭 的 。 故 . 妈 是 五 个 闭 集 的 交集 ， 所 以 -是 闭 的 ， 即 - 帮 是 暴 的 . 

又 由 于 A 可 区 分 .MY 的 点 , 即 9 关 %， 则 X (9) 关 x (8), 且 % 是 连 
续 的 。 故 当 ? eb， 可 以 找到 两 个 不 同 的 邻 域 (Gelfand 拓 5 扑 下 ) 羡 
住 xX (9) 和 x (%)， 因 此 .WV 是 紧 Hausdorff 空 间 . 定理 得 证 . 

以 上 讨论 知 Gelfand 变换 x 一 x 是 由 于 A 到 AcCC(.H) 
上 的 代数 同 态 
~ (x+y) 4 (xy) = 和 *y, Mn “=ax, ‘e=1, 
0 二 0. 同时 有 上 x* 1 co<jx 1 含 常数 而 且 可 以 分 离 点 , 

A 是 可 交换 的 Banach 代 数 ， 人 全 是 什么 这 很 抽象 ， 引 
入 Gelfand 变 换 后 ， 得 出 A 一 C(.b).C(.N) 是 很 具体 的 ， 是 紧 空 
间 上 的 连续 函数 ， 这 样 我 们 就 将 抽象 的 内 容 具 体 化 了 . 

应 该 指出 ，4 一 C(.N) 的 对 应 不 一 定 是 一 一 的 ， 因 为 x 只? 可 
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能 有 x 一 》 ,也 就 是 x 0 时 可 能 有 X% 一 0, 为 此 我 们 考虑 Gelfanc3 
变换 的 核 {x jx = 0}。 可 以 证 明 
{x1 *=0}={[}]m. 
和 人 vyER ~、 
事实 上 ， 若 * 一 0， 则 对 一 切 p，x (9) 二 0。 即 对 一切 9 有 


p(x) 二 0， 故 xEkerp=M,， v9， 所 以 x€ [ 1m. 
ME 


反之 ， 若 x € { ] M， 则 x 属于 .bp 中 的 每 一 个 M. 也 就 是 说 
MERN 
xEkeryp, YP， 即 对 一 切 9 有 X (9)=9(x)= 0 所 以 x*=0 ， 
以 上 说 明 Gelfand 变 换 的 核 是 所 有 极 大 理想 的 交集 , 仍 为 一 个 
理想 , 称 为 A 的 根 、Gelfand 变 换 是 一 一 对 应 的 充 要 条 件 是 和 A 的 根 
等 于 {0}， 即 Gelfand 变 换 是 A 一 C(.Y jj) 内 的 一 个 同 构 映射 的 充 要 


条 件 是 { 】M= {0}， 
-| 
当 [ 】M={0 时 ， 称 4 为 半 单纯 的 ， 
ME.R 


例 设 X 是 系 Hausdorff 空 间 ，C{X) 是 X 上 所 有 连续 函数 构成 
的 空间 ， 则 C(X) 是 一 个 具有 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 , 
( 1)C(X) 上 的 极 大 理想 集合 .YM 是 什么 ? 
令 M,.= {f EC(X) |f(a)= 0} 
现在 证 明 M,E€.NV、 显 然 M, 是 理想 。 因 为 
EM,., gE M, 一 >1/ 十 5EGM。 
jEM,, hEC(X,—>hf EM,, 
1€M., a€C =—>af EM,, 
又 1(x) 一 ] FM。， 故 M,C(X)，M。 是 一 个 真理 想 ， 
骨 证 M, 是 极 大 理想 ， 只 需 证 明 ， 若 M 是 一 个 理 想 M2M。， 
则 M==C(X), 
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因为 MZM,， 则 存在 s EMNM。， 所 以 g (a) #0. 又 g(x)€ 


C(X), 故 存在 a 的 邻 域 口 , 当 x EUDU,, 时 g(x) 呈 0. 另外 对 一 切 xEX， 
x 天 a , 取 f, EM,, 使 得 Jf.(x) 天 0 ,由 f EC(X) 知 ,存在 x 的 邻 域 U,， 
使 得 当 xEUse 时 刀 关 0。 这 样 一 来 ， 对 xEX 而 xxa 有 邻 域 U,， 对 a 
点 有 邻 域 w。， 忆 ,和 也。 构成 了 X 的 一 个 开 覆 盖 ，， 即 {D。x EX，x 关 
a} U{U。} 是 X 的 一 个 天 覆盖 ， 又 X 是 紧 空 间 ， 故 一 定 存在 X 的 有 限 开 
覆盖 Uz ,Uzs，… ,Uzx。，U,, 且 存在 fz EM。 在 Uzry 上 fri 天 0， 
同时 有 gEM， 目 g(a) 天。 所 以 在 x 上 有 

z fz ?+ lfzsl ?+ t+) fz :+ lel *>0., 


又 ”fr fzEM，g' EM，M 是 理想 ， 所 以 

f= [fz “十 [fz “十 … 十 fr, “十 |gl * EM， 
在 X 上 处 处 不 为 零 ， 故 f 有 道 元 素 ， 也 就 是 说 ，M 包 含 可 道 元 素 。 所 
以 M=C(X)， 这 就 证 明了 M。E .AN 

再 证 明 .NM = {M,。 la€X}。 为 此 只 需 证 明 任 取 ME.HN， 必 存在 
a EEX， 使 M 二 M,。 取 ME.MN， 考 虚 集 合 门 {f":(0)]fEM}, 其 中 
1-1(0)={xEXI1(x) 二 0}。 显然 人 {1(0) |1EM} 是 非 空 的 ， 因 
为 否则 对 一 切 xXE XX 都 有 1 EM 使 1(x) 0。 与 以 上 证 明 M。E€ .和 的 方 
法 完全 相同 ,可 以 证 明 M 中 含 可 道 元 素 , 故 M=CCX), 所 以 人 | {f7:(0) 
ff EM} 是非 空 的 。 再 证 明 这 个 集合 只 会 一 个 点 ， 即 存在 某 个 
aECX， 使 

() {f7 (0)| fEM}= {a}, 

用 反 证 法 。 车 站 { 广 !(o) lf EM} 二 {a, 5b}，a，bEX， 则 M 中 的 
函数 1(x) 必 满足 f(a) 二 1(b) 二 0。 又 C(X) 中 至 少 存 在 一 个 g(x) 使 
g(a) 二 0 而 g(b)* 0。 将 这 样 的 g(x) 的 全 体 和 M 一 起 构成 一 个 新 的 
集合 Mi 
M={fEC(X)| f(a)=0}. 


前 面 已 经 证 明了 M, EM. 又 同时 M,xC(X)， 这 与 M 是 
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极 大 理想 是 矛盾 的 . 

由 以 上 结论 知 ，M 中 的 函数 必 满 足 1f(a)= 二 0， 所 以 M=M。， 故 

MH ={M, lat x}. 

这 个 事实 说 明 任 给 一 个 a€ XX 都 对 应 着 .VV 中 的 一 个 极 大 理想 , 反 
， 任 给 一 个 极 大 理想 ， 都 有 X 中 的 一 个 元 素 与 之 对 应 ， 即 a < 一 > 
;这 恕 构成 了 X 与 .友之 间 的 一 一 对 应 X< 一 >.N. 
《2 ) 再 研究 I(C(X)) 

已 经 知道 ， 任 给 PE€ AI(C(X))， 存 在 4a€EX 使 ker8 二 M。， 任 给 
1fEC(X)， 现 在 研究 Pp(f)=? 、 
因为 1 一 P9(f).,1€kerp， 所 以 f(a) 一 (8(f)'1)(a)= 0， 即 f(a) 
=9(f). / 

归纳 以 上 结论 知 ， 对 于 每 一 个 PE ICC(X)), 存 在 一 个 EX， 使 
kerPp 二 Mo。。 且 9(f)= 二 f(a) 对 一 团 fEC(X) 成 立 、 这 样 又 构成 了 II 与 
XX 之 间 的 一 一 对 应 ， 人 A 一 >X。 所 以 得 

Ml E>X <—>/1, 

( 3 ) 考 虑 Gelfand 变换 ， f(g)=g(j). 又 由 于 对 每 个 EI 存 

在 a€ XX 使 得 p(f) 二 f(a)， 故 存在 a€ XX， 使 
、 f (9)=f(a). 

又 1 NC， 与 1，X 一 C 相 对 应 ,A 与 X 一 一 对 应 ， 在 Gel- 
fand 拓扑 下 ， 了 (9) 是 连续 的 ， 所 以 f(a) 也 是 连续 的， 因此 Gel- 
fand 拓 扑 较 X 上 的 原来 拓扑 要 弱 , 

由 于 和 与 . 友 一 一 对 应 ,现在 考虑 映射 X 一 和 (一 . 友 )., 即 映射 x 一 
M:，X 上 是 原来 的 拓扑 ，X(=. 妈 ) 上 是 Gelfand 拓 扑 。 因 为 Gel- 
fand 拓 扑 较 式 上 原来 拓扑 要 弱 ， 故 Gelfand 拓 扑 下 的 开 集 合 一 定 是 
原来 拓扑 下 的 开 集 ， 也 就 是 和 X(==.1) 中 的 开 和 集合 的 道 映 象 必 是 卫 中 
的 开 集 合 。 所 以 X 一 X(== .NN) 是 连续 映射 ， 

反之 兴 可 以 证 明 映 射 X( 二 .87) 一 X 也 是 连续 的 ， 现 在 证 明 这 一 
事实 、 任 取 闭 集合 KCX， 则 X、K 是 鲜 中 的 开 集 合 ， 者 能 证 明太 在 
Gelfand 拓 扑 下 也 是 闭 的 , 则 其 余 集 在 Gelfand 拓 扑 下 必 是 开 的 ， 
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这 样 X( 二 .MV) 一 X 必 为 连续 映射 ， 

因 XX 是 紧 空间 , KCX 是 闭 集 ， 故 K 也 是 紧 的 ,又 已 证 X 一 X(= 
. 妈 ) 是 连续 的 , 且 连 续 映射 将 紧 集 合 映射 成 聚集 合 , 故 天 在 Gelfand 
拓扑 下 也 是 紧 的 。 又 X( 二 .HM ) 是 紧 Hausdorff 空 间 , 今 证 上 是 周 
的 ， 只 需 证 明 ， 若 x 4 K 则 x 区， 

任 取 k EK 而 kK 关 XxX(XEX)， 由 于 XX 是 Hausdorff 窑 间 ， 存在 
USk, VIx, HUIIV,.=$. TT UiDxX, 作 {U; KEK}， 就 是 下 
的 一 个 开 覆 盖 ， 且 xFU,。 又 K 是 紧 的 ， 故 有 

Ur UUr, te Ur OK. 
而 每 一 个 Uii(i 二 1，…，, n) 都 不 包含 x 。 所 以 
(Un UUrs Ue UUrm) = Ui Urs UY UD, 
不 包含 x ， 所 以 xx 无 。 故 天 是 闭 的 ， 

以 上 得 到 了 映射 X 一 X( 二 YM) 及 映射 XX 二 NV) 一 XX 都 是 连续 的 ， 
所 以 X 上 的 原来 拓扑 与 Gelfand 拓 扑 完 全 一 样 ， 也 就 是 .WV 二 处 。 由 
f (9)== f(a) 知 C(N)= C(xX)=C(.H). 

由 此 得 知 < C(X) 就 是 原来 的 Banach 代 数 C(X)，。 我 们 知 道 引入 
Gelfand 变 换 的 目的 是 将 一 般 的 Banach 代 数 具 体 化 ， 现 C(X) 已 是 
具体 的 Banach 代 数 ， 在 Gelfand 代 数 同 态 下 得 到 的 象 仍 是 C(. 妈 ) 也 
是 其 体 的 。 这 是 紧 空 间 X 上 讨论 CCXJ) 引 出 的 必然 结果 . 

若 X 不 是 紧 空 间 ， 可 以 考虑 X 上 的 所 有 有 界 连续 函数 C(X)， 
仍 用 ‖ 上 .作为 C(X) 上 的 范 数 ， 得 一 个 有 单元 的 可 交 换 的 Banach 
代数 ,考虑 C(X) 上 的 极 大 理想 集合 .J。 则 必 有 

-NH XX. | 
因为 X 不 是 紧 的 ， 而 -在 Gelfand 拓 扑 下 是 紧 的 又 任 给 XEX ,对 
应 的 M, 二 {f EC(X) |f(x)= 二 0} 必 为 航 大 理想 , 即 x 一 M,E€ .HM ,所 以 
-MN 汪 X。 这 样 一 来 ， 对 于 X ，- 得 到 包含 X 且 紧 空 间 - 妈 , 称 - 妈 为 X 的 
Stone-Ceeh 紧 化 

由 此 知 痢 义 不 是 紧 空间 ， 则 可 将 XX 借入 到 一 个 紧 空 间 .2 中， 其 
办 法 之 一 是 考虑 了 上 的 有 界 连 续 函 数 集合 C(X) ,作成 一 个 Banach 代 
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数 ， 研 究 C(X) 的 结构 空间 ， 即 极 大 理想 空间 ， 嗓 得 YM. 
另外 还 有 一 种 最 常用 的 紧 化 方法 ， 叫 做 一 点 紧 化 ( one--point-~ 
cJIMmDactification )， 洛 和 不 紧 ， 考 由 
Xs=XU{p}, pEX. 
在 X; 上 定义 开 集 如 下 ，UCX, 是 开 集 是 指 ， 
(1)P4gUEHU 是 X 中 的 开 集 ， 
或 (2)PEU 且 XI U 在 X 中 是 紧 且 闭 的 ， 
不 难 验证 ， 这 样 定 义 的 开 集 是 X* 上 的 拓扑 ， 且 可 将 和 共 入 到 
X* 中 ， 同 时 X， 是 紧 的 , 
例如 当 X 羡 = 尺 加 上 一 点 p= 二 得 X。 则 在 XX。 中 或 者 (a，b) 是 开 
的 ， 或 者 余 集 为 闭 区 间 的 集合 是 开 集 。X。 是 紧 的 且 和 嵌入 X。 中 。 
例 令 4(0) = {f U 一 C1 在 U 上 连续 ， 在 U 内 解析 }， 其 中 
为 单位 圆 ， 到 上 /为 范 数 ， 则 4(V) 是 一 个 可 交换 的 具有 单元 
的 Banach 人 代数， 现在 研究 它 的 非 零 代数 同 态 ?， 即 研究 A(U) 的 竺 
构 空间 JI(4). 
在 A(D) 中 取 f,(z)=z， 则 9(f,) 为 一 复数 ， 记 作 a，9?(f,)=a。 
由 1,(z)=z 及 fs(z)= 二 z"， 得 
Pp,(z)=cotciztiesz’ tc2 
一 (co 十 cj 十 cj 十 … 十 cf )(z) 
= P,(f0)z, 
由 于 9(4,)= 二 ga， 且 a 为 代数 同 态 ， 故 
9(p,)=p.(0), 
即 %9 作 用 在 多 项 式 P,(z) 上 是 已 知 的 , 
现在 利用 多 项 式 在 4(U) 中 是 稠密 的 这 个 事实 来 求 出 当 JG 
A(U) 时 9( 力 一 ? 
” 任 取 fEA(U)，f(z) 在 单位 圆 上 一 致 连续 , 故 任 给 。 之 0 ， 存 栓 
r，0<r<1， 使 得 
| f(z2)~—f(rz) |<e 
对 一 切 zE7 恒 成 立 ， 又 1(rz) 在 闭 圆 lz 志 1 上 解析 ， 所 以 1(rx) 可 
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以 展 成 乔 级 数 ， 


1(rz)= > a,lr2)'. 


贸 m 得 


且 该 器 级 数 在 单位 贺 |z| 翅 上 一 致 收 化 ， 
记 P= > orz)", 则 lim 已 一 了 .又 9 是 代数 癌 态 ，9 


gm 
连续 且 19 <1， 所 以 
?=9(lim PD)=lim (PO)=lim Pla)=1(a). 

其 中 a=9(f,) EC， 又 f(z)= 二 2z， 有 

lad= py elol l,l.<l,|.= 1. 
放 cE 7 

由 此 得 出 ， 任 给 pE I(4)， 则 有 a€ UU， 使 得 

(=1(a), V1EA(V) ， 
反之 ,， 任 给 a€ 口 ， 本 定义 p，A 一 忆 为 
?(1)=1(a), 

网 明 然 ? 是 一 个 代数 同 态 ， 且 9(,)=f,(a)=a. 

综 上 讨论 ，VpE (4A(U)) 与 cE 避 构 成 一 一 对 应 wk->w， 即 
A(ADU)) <->U。 这 就 是 说 4(U) 的 结构 空间 就 是 单位 图 UU. 

可 以 证 明 -(A(U)) 的 Gelfand 拓 扑 就 是 复 平面 上 单位 圆 避 上 的 
一 般 扑 扰 . 


8$3.6 无 单元 的 Banach 代 数 


对 于 无 单元 的 Banach 代 数 A， 同 样 可 以 研究 它 的 极 大 理想 集 
合 .M (A)， 也 可 以 考 虚 它 的 非 零 代数 同 套 的 集合 f(A4)， 然 而 ， 从 
下 面 一 个 简单 的 例子 可 以 看 由 ， 此 时 .YN (A) 和 .I(A) 不 再 是 一 一 
应 的 . 

例 设 4 是 Banach 宣 间 ， 在 其 上 定义 乘法 如 下 ， 

x =0, Vx, yeA. 


~ 
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则 显然 4 是 一 个 可 交换 的 Banach 代 数 ， 没 有 单位 元 素 . 
然而 ， 没 有 任何 一 个 4 到 C 的 非 零 代数 同 态 。 事 实 上， 若 9E 
L 人 (4)，9 区 0 ， 则 必 存 在 xE A 使 P(x) 居 0， 但 xy==0 Vy€A4h, 
故 
0 =9(xy)=p(x)P(y), 
又 9(x) 交 0 ， 所 以 9(y)= 二 0。 今 取 y 一 x 得 
0 =9(x2)= (P(X))’, 
与 9(x) 史 0 矛盾， 所 以 IJ(4)==$. 
再 考虑 -MV(A), 任 取 PEAh*, 令 TT 一 ker9={xE€AIp(x) 二 0}, 
则 !I 必 为 一 极 大 理想 。 实 际 上 工 是 4 的 子 空间 , 事实 上 ， 硝 y E17， 
2E IJ， 则 显然 ?十 zxETI， 且 若 >E J 则 cyE TI(92(cy) 一 ao(y)= 0 )， 
又 大 XE A 和 A，yE€1， 则 xy= 二 0， 故 P9(xy)== 0 ， 所 以 xyET. 
由 以 上 事实 知人 I(A4) 与 -MY (4A) 不 是 一 一 对 应 的 . 
我 们 知道 ， 没 有 单元 的 Banach 代 数 人 A 可 欣 入 到 有 单元 的 Ba 
nach 代 数 4. 中 ， 其 中 
A,={(x,a) Ix€ A, a€ C}. 
且 (x, a) 和 二 人 x[ 十 lal，A 一 4, 是 指 x 一 (x,，0)， 且 xi| = 
| C(x, 0 : 
下 面 证 明 A 是 4 的 一 个 极 大 理想 。 因 为 
A={(x, 0) lxEA}. 
又 按 采 法 定义 ， 对 于 (y，&)€ 4h。, 有 
(x, 0)(y, 4)= (xy+ax, EA, 


改 4 为 一 个 理想 ， 者 1 闫 4 是 一 一 个 理想 ， 则 必 存 在 (x,， oer, 


而 (x， a) ¢A, 即 a 记 0， (x 0 EAcL, 故 (x， 十 (一 2 
0 ) 二 (0，a)€1， 又 a 站 0， 攻 (0，a) 可 道 ， 所 以 (0, D=e€I. 
即 了 二 A,，A 和 是 极 大 理想 得 证 ， 

由 于 A, 具 有 单元 ， 故 -MV (4 和 04) 是 一 一 对 应 的 ， 仿 是 
A。 上 的 非 零 代数 同 态 ， 共 核 为 4， 现在 研究 -MV (4A,) 八 {A}, 也 就 是 
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研究 I(AoON {9。} . 任 取 5BE I(4。)、{y。}， 将 y 限 制 在 4 上 ， 由 于 
kerg 二 4， 故 % 可 以 看 成 4 一 C 的 非 零 代数 同 态 . 
| $ 1a(x)=p((%, 0))， 乡 | 关 0 ， 
反之 ， 若 % 是 4 一 C 的 非 零 代数 同 态 ， 则 % 可 唯一 地 扩张 到 4。 
上 ， 事 实 上 ， 由 于 % 是 代数 同 态 ， 故 可 按 以 下 方法 将 % 扩 张 到 4. 上 ， 
多 (xz，c)) 一 gz，0)) 十 20 0)). 
又 BC((0，1)) 二 1 ， 故 py((0，Q)) 二 a8((0，1))=a， 所 以 
p(x, a))=$((x, 0))+a., 
显然 这 种 扩张 是 唯一 的 ， 且 将 p+:A, 一 C 限 制 在 A 上 即 为 原来 的 A 一 
C 的 代数 同 态 。 
由 以 上 讨论 知 ， 可 以 将 4 嵌入 到 4 中， 对 4 应 用 8$ 3.5 的 结论 
知 .多 (4J)N{4} 与 4 入 1) 构成 一 一 对 应 , 即 9E MAA 人 八 {9,} 与 
keryg 一 ME.NAJ)N4 是 一 一 对 应 的 .将 弘 脓 制 在 4 上 , 记 为 多 | 4 
令 9=V |, 则 显然 EA(A4) .我 们 知道 ker9 一 Kerg 1 一 (kerg) 站 4A. 
且 ker9% 为 4 中 的 极 大 理想 前面 的 例子 已 经 说 明 -A(4) 不 再 和 4 的 
极 大 理想 集 合 相对 应 ， 那么 我 们 可 问 4(4) 对 应 什么 ”? 也 联 是 
A(A)<—> ? ”， ”了 又 和 A 的 极 大 理想 集合 有 什么 关系 ， 
知足 A 一 C 的 一 个 非 替代 邢 同 套 则 ker9 必 是 4 的 极 大 理想 。 
由 于 % 是 代数 同 态 ， 故 存在 vE 4 使 p(v) = 1 ， 于 是 
"eo) P(x)—P(x)P(v)=0, vxEA., 
即 一 XUGEkerg， YXxEA， 
定义 4 若 无 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 和 4 中 的 理想 1 ， 具 
有 以 下 性 质 ， 存 在 v € A， 使 得 x 一 xv€ 1 对 一 切 xE A 成 立 ， 则 称 了 
为 正则 理想 ,，。 
可 见 ， 若 pE -1(4)， 则 ker9 是 4 上 的 正则 极 大 理想 。 
定理 16 在 人 是 无 单元 的 可 交 换 的 Banach 代 数 ， 对 于 4 的 任 
一 正则 极 大 理想 M， 必 存 在 一 个 人 一 C 的 非 零 代数 同 态 gw ， 使 得 
kerPpxyr 一 M，. | ~ z 
证 ”首先 证 明 M 是 闭 集 .因为 M 是 正则 极 大 理想 , 故 存 在 vE 4 使 
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得 x 一 xvEM 对 一 切 xE M 成 立 ,可 以 证 明 对 一 切 yE€ M 必 有 站 v 一 
y 21. 

用 反 证 法 ， 革 存在 7EM 使 1jo-?> 上 <1， 则 之 (一 ?) "是 收 
敏 的 ， 令 和 

> (vo 一 y)*=z (nx 0 ， 因 为 A 中 无 单元 )，# E 4。 


过 夸 江 


又 

《一 7)Z 一 >, (v—y)", 
故 (v—y)z+ (0—y)= > (v—y)"=z, 
所 以 o 一 ?十 z 一 oz 十 92 


因为 M 是 正则 理想 xz 一 vx EM，yE€ M，yzE€M。 所 以 vE€M. 故 
对 一 切 xEA 和 A 有 xvEM， 又 x 一 xwEM， 所 以 xEM， 由 此 得 到 A 和 = 
M， 与 M 是 极 大 理想 矛盾 ， 所 以 对 一 切 y€E M 必 有 上 v 一 y 上 之 1. 

由 此 知 vg 导 M， 故 亲 关 A, 又 MCM 科 A， 而 M 也 是 理想 ， 所 以 
M 二 M， 这 就 证 明了 M 是 闭 集 . 

M 是 闭 集 ， 作 南 集 合 4/M， 则 4/M 是 Banach 代 数 ， 又 因为 x~ 
xuEM， 所 以 A/M 具 有 单元 v =v 十 M， 又 M 是 极 大 理 想 ， 故 A/M 
是 一 个 域 ， 根 据 Gelfand 一 Maznr 定 理 ，A/M= =Cv , 即 对 xE4h， 
则 % 一 x 十 M 对 应 一 个 复数 pw(x )， 使 x =pu(x)v ， 也 就 是 说 有 
代数 同 态 px 使 xE 4 对 应 复数 px(x )。 即 

Xe>Pu(X), VxXEA, 
而 且 kerPpx(x)=M、 这 样 的 9wy 就 是 所 求 的 代数 同 态 ,定理 得 
证 。 

若 以 .HM (4) 代表 和 A 中 所 有 正则 极 大 理想 集合 ,如 ZJ.A) 和 .A (4) 
一 一 对 应 ， YA) <—>.M (A). 这 样 就 回答 了 前 面 提 出 的 问题 ,“ ? 
-H(A). 
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得 讨论 Gelfand 变 换 入 ， -A44) 一 C. 与 前 同 有 
x (9)=9(x), VxE4. 
其 中 PE .A (4)， 由 于 人 可 扩张 成 4,， 使 xE4 与 (x,0)E4, 相 对 
应 ， 故 x (9) 二 P(x ) 相 应 地 可 写成 


(x, 0) [41 4 Ntpo) (9) =9(x) ， 


或 AN 

(x，0) 4A ON AY) = P(x), 
即 0)y = (x ? 0) P(x, 0) = (x ? 0)9(x). 
其 中 9 (x)= 一 乡 ,=p(x, 0). 


NM (4,) 上 的 Gelfand 拓 扑 就 是 NM (4) 上 的 拓扑 .HN (A) 是 将 
.NM (A&A,) 去 掉 一 上 后 A ,所 以 .MV (5) 是 NM (4,) 的 子 窜 间 ;，.YV(A4)== 
.人 4) 狼 {4} .又 在 Gelfand 拓 扑 下 .人 (4.) 是 长 的 , 故 .NA4) 是 局 
部 紧 的 . 即 .&(4) 在 Geliand 拓 扑 《 使 一 切 x (xE4) 连 续 的 最 弱 
拓扑 ) 下 是 局 部 紧 Hausdorff 空 间 . 

又 (x;0) p=po(x)= 0 即 x 在 y。 上 为 零 , 故 X EC。(.M (A4))、。 

Wo 是 .WM (4) 中 去 掉 的 一 把 ， 故 可 用 一 反 蜂 化 方法 将 -《(A) 紧 化 。 

令 人 = {x1xE4}， 由 于 x 在 {yp,} 上 为 零 x (po)=0. 故人 
没有 单元 。 与 有 单元 的 Banach 代 数 上 的 结论 相同 ， A 也 可 以 区 分 
下 面 再 讨论 可 交换 的 Banach 代 数 委 的 Gelfand 变 换 的 什 域 ，; 
首先 讨论 A 有 单元 的 情形 . ~ 

若 4 是 有 单元 的 可 交换 的 Banach 人 代数， 其 Gelfand 恋 换 %， 
-6(4) 一 C 在 Gelfand 拓 扑 下 是 连续 的 。 其 信 域 记 为 

sx(-A)=Tx(9)9EL(A)} 
可 以 证 明 x (MV)=o0( x )， 
”事实 上 ， 4160(x)<>x-ie4G<->x-ie E1, TI 是 人 的 某 个 真 
理想 ， 
又 工 必 会 于 某 个 极 大 理想 中 ， 即 存在 ME. 妈 (4) 使 得 [FEM。 所 
有 87 .和 
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以 
iE€o(l x )<>x-ie€M, ME.NM(A)< 访 存在 PE€.4N(A4) 使 得 
P(x-4e) 二 0 < 之 存在 PE J( A) 使 得 P(x) 一 4 


XP(X )= =x(9), 所 以 % (2)=o(x). 
得 此 得 出 
| x | sup EE: lre 4 =supt eo 0) 


1 


—— 


所 以 1x lo=lim bx 1 


再 研究 A 没有 单元 的 情形 ， 若 是 无 单元 可 交换 的 Banach 代 
数 ， 则 将 A 扩张 成 4。。 由 以 上 讨论 知 
~ (mt(A,)) =04.(7%). 


叉 (x,0) -A(0,1) 当 4 一 0 国 不 可 过 故 0 Ex (-h(A,) )。 捕 将 x 
限制 在 -MY ( A) 上， 
s(x)={0) U{x(A (A))}. 
另外 ， 自 然 要 研究 和 A 无 单元 时 如 何 去 定 义 它 的 道 元 素 ， 
定义 5。 若 4 是 无 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 ，x,?E4， 者 
x 十 y 二 xXy， 则 称 x,y 互 为 拟 道 ， | 
定义 5 的 含义 是 ， 若 将 x* 和 3》 放 入 A 中 去 研 完 ， 则 x 一 e 和 y 一 
e 互 为 道 元 素 。 事 实 上 ， 乔 
(x—e)(y—e)=xy—x—y+e=e, 
则 必 有 xy 二 Xx 十 y。 
由 拟 逆 的 定义 容易 看 出 ， 对 于 xEA， 
olCx)={10)UTAECI LIx 无 氢 道上 
〈 读者 自己 证 明 ) 。 
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$3.7 Banach 代 数 应 用 举例 


下 面 给 出 两 个 定理 ， 定 理 本 身 并 不 包含 Banach 代数 概念 ， 但 
可 以 通过 Banach 代 数 的 技巧 加 以 证 明 . 
定理 17. 设 A(U)={f:U 一 C| f 在 U 上 连续 ，f lv 是 解析 的}。 
假设 1 ,f,,… ,f,.€ A(U)， 使 得 
|f1 C2) + 1f2 Cz) [+ + f(z2) |>0 
对 一 切 z EDU 恒 成 立 ， 则 存在 g1 ,g，… ,g，E€ 4(U) 使 得 


> fil2)g8(2)= 1. (zEU) 


证 ”由 §3.5 的 讨论 知 4(D0) 是 有 单元 的 可 交换 的 Banach 代 
数 , 且 A(A(DU))<-> 可 . 即 对 PE.I(ACU)),p<->aEU ， 使 得 
vp(f)=f(a), EAD)). 

现在 考虑 


LT ={ S gfi| gEA(U)), 


fi 并 


可 以 证 明 , 1 是 A (U) 中 的 理想 ,车 能 证 明 1 = 二 A(U),. 则 了 包含 有 单 
元 , 即 存 在 8; EA(U) ,使 六 gif; 二 1， 定理 得 证 ， 也 就 是 说 我 们 要 


i= 1 


证 明 1 不 是 真理 想 ， 为 此 只 需 证 明了 不 包含 在 4(U) 的 任何 一 个 极 
大 理想 中 ， 又 每 一 个 极 大 理想 都 是 某 个 非 零 代数 同 态 的 核 ， 因此 问 
题 归 结 为 需要 证 明 任 何 一 个 代数 同 态 P(A)， 至 少 有 一 个 hET， 使 但 
oh)EO0,. 
任 取 PE€ A(A(U)). 存在 a€ 可 与 之 相对 应 且 9(  )= =f(a), - 
(f EA(U)). 又 对 xzEU， 由 题 设 有 
f(z) 十 (2) 十 … 十 (2 省 二 0， 
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所 以 ， 对 于 以 上 所 确定 的 a EV， 有 
(ao 咱 十 有 (qi 十 十 下 (el 人 0. 
因此 必 有 茶 个 f;,， 使 得 f;(a) 号 0 所 以 P 人 (fj 四 0。 又 天 ET。 故 7& 
kerp， 于 是 有 了 二 A(U)， 证 毕 ， 
定理 18，( Wiener 定 理 ) ”假设 


f(e i9) = > Ceint, > IC,| <o0 


昌 计 oo 


且 对 每 一 个 0 ER,， 1(e ") »0， 则 


-7 (0 = -> d eing， 昌 有 S ld ,| 一 ce。 


证 记 了 为 单位 圆周 外 一 1。 令 
A={8 ,T=C | soi) = D how, DS bj < 


在 4 上 定义 运算 ， 
(g 十 j)(ei0) 王 geib) 十 jeig)， 
《cg)(eib)=ag(eig)， 
(gh)(ei)=g(eit) .Reig)， 
并 定义 范 数 
lgl= > lbl. 


R= 


可 以 证 明 4 是 一 个 有 单元 的 Banach 代 数 ， 事 实 上 ，A 竺 距 同 
构 于 1 


t= Z—C > 上。 <-} 


在 3 3.1 中 已 经 指出 ， 当 在 1! 中 加 法 与 数 乘 定义 为 按 坚 标 相 吉 己 要 
乘 ， 乘 法 定义 为 卷 积 
(jx8) ,= S fi 8a.3 


Fe- 
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且 取 范 数 为 171 ,= > lf ， 


则 妃 为 一 个 有 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 ， 
若 g€4, 则 (b,) ED.g<>(0)。4 中 的 加 法 与 数 条 显然 和 蚜 
中 的 加 法 与 数 乘 相对 应 ， 现 在 看 滋 法 ， 若 g ,hE€EA， 则 


+ 


gh(ei0)=g(ei0) 。 h(ei9)=( > bse'n0)( S aneimb ) 


+ 
一 > > bya, seikd 


te je-w 


所 以 gh<—> >, bja,-s. 


| eo 
又 和 与 中 的 范 数 定义 是 相同 的 ， 故 和 A 等 距 同 构 于 1?，A 实 71， 
故 AA 为 一 个 有 单元 的 可 交换 的 Banach 代 数 。 
为 了 用 A 上 的 Gelfand 表 示 理 论 来 解决 所 提出 的 问题 ， 下 面 研 
究 4 一 C 代 数 同 态 的 结构 ， 因 为 车/E4，j1(eib) 关 0 ， 若 能 证 明 !} 
在 4 中 可 逆 ， 则 定理 得 证 ， 为 此 只 需 证 明 


于 f Ekery, voE -1(4)， 
也 就 是 9(f) 竺 0 v9E I(A)., 


先 研 究 9 的 结构 ， 
任 取 pE A(A), 令 Jolei9)=ei9,， 显然 1,€4. 且 半 EA4. 令 


9p(1 0) 一 4 ,由 于 ?9 是 代数 同 态 ,所 以 (元 ) = 于。 又 1 ==1， 
且 9 1 上 1。 得 
= Ip) < lvl ll <1., 


另 一 方面 1 一 一 1 一 1， 有 
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元 | (于 ) < 1 <1 


所 以 人 =1， 即 4=ei0. 
以 上 事实 说 明 , 对 于 每 个 9 € A(4)， 都 对 应 一 个 点 ei ET， 使 得 
of 0) 一 eig 一 fo(ei0)。 
由 于 29 是 代数 同 态 ， 故 
(fo)=(9(f0))" =eing=fi (ei?), nnEZ 。 
于 是 对 于 三 角 多 项 式 P ， 有 
9(p )=p(ei0). 
由 三 角 级 数 在 4 中 的 稠密 性 ， 得 
0O(8g) 一 g(eibg)，Y ge4. 
这 就 是 说 ， 对 每 一 个 pE M(A4) ,都 能 找到 中 一 所 eig 与 之 相对 
应 。 反 过 来 ， 对 eigE7， 考虑 V: gSglei6)， 则 9 必 为 非 零 代 
数 同 态 。( “9(1)=1(ei0)= 1 ) 即 PE 4(A). 这 样 我 们 得 到 
A(A)=T., 
可 以 验证 J(4A) 上 的 Gelfand 拓 扑 正 是 T 上 原来 的 拓扑 ， 
问 到 wiener 定 理 。 因为 j(ei8) 志 0， 即 TT 上 没有 任何 一 所 能 
使 了 变 为 0， 故 
P(f)=f(eid)¥0, VoE SA(A). 
好 了 不 能 属于 A4 的 任何 一 个 代数 同 态 仿 的 核 。 所 以 了 了 可逆 ， 郧 


-了 > de 


全 时 一 各 


成 于， 定理 得 证 ， z 
在 证 明 wiener 定 理 的 过 程 中 , 证 明了 A 全 1!， ， 且 -了 (4)= 
或 .44) = 了 还 可 以 法 一 步 指 述 4 和 fE 4 的 Gelfand 变 恋 换 了 . 


(={f :22C| S fl 之 <}。Z 是 一 个 加 法 群 , 在 Z 上 


取 离 散 拓扑 ， 则 忆 成 为 可 交换 的 拓扑 群 。 还 可 以 在 QZ 上 取 计数 测度 
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hh ，44 关 于 平移 是 不 变 的 。 于 是 可 以 定义 


L 1(2)=1. Z=C |, lf duln) <ool, 


由 于 
5 f=), tl daln), 
所 以 l=L'(Z), 
即 li:=~A=L!i(Z)., 


由 此 知 L1(2Z ) 的 所 有 极 大 理想 是 与 单位 加 周一 一 对 应 的 ， 现 
在 研究 Gelfand 变 换 ， 
任 给 feA=L'( 2)， 


了 (e0) 二 了 (9,)=9。(])=f(eiz) (了 看 作 和 4 的 元 ) 
= > feino (〈 了 看 作 刀 的 元 ) 


= | ,fseinedu(n). 


为 了 与 习惯 上 一 致 ,可 以 用 ee 代替 ete ， 即 9,( 了)=f(e-'*)， 
则 


Pe) = [foe aan0D= fe 
所 以 Gelfand 变 次 就 是 Fourier 变 欣 的 道 亚 中 
$3.8 和 群 代 数 LICR)、L (T)、 L'(Z) 上 的 
Gelfand 理 纶 . 


在 $3.1 中 指出 、 在 一 个 局 部 紧 的 交换 群 G 上 ， 存在 一 个 不 亚 
的 Haar 测 度 ? 》”》， 于 是 可 以 研究 ZL (G ): 
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ii(G)={f. G-CI| WO) dy(x) <oe), 
再 定义 范 数 
7 一 | f(x) d? (x) 
则 并 (G ) 构 成 一 个 Banach 空 间 ， 若 再 定义 乘积 
fag(x ) 一 | fC7)8(x—y) dr y) 


则 L*(G ) 是 一 个 可 交换 的 Banach 代 数 . 
L(G) 是 一 个 Banach 空 间 ， 它 的 共 罗 空 间 为 L*(G)， 即 
L(G)"=L"(G). 
其 中 L"(G)={P?(Cx ):G 一 Cl supy(xX)<ccp.p. 且 2(x ) 可 测 }。 
即 任 给 P EL1'(G)*， 存 在 唯一 的 ?7( x )EIL"(G)， 使 得 


p(1)=)| x)r(x)dx,  ¥fEL(G), 


且 pl=1ri ww, 

又 RR 丁 ，Z 是 G 的 特例 ，R 是 一 个 加 法 群 ， 具 有 通常 拓扑 和 
Lebesgue 测 度 ，T 是 一 个 腾 法 群 ， 若 将 单位 加 上 的 扣 e* 和 实数 展 
中 [一 Tz,7T) 上 的 点 相对 应 ， 则 也 可 将 工 看 成 等 价 于 关于 27 的 同 余 
加 法 群 , 即 2 十 2x=a,mod2x,T 上 具有 通常 拓扑 和 不 变 测 度 寺 4 
乙 是 一 个 加 法 群 具 有 离散 拓扑 和 计数 测度 . 因此 可 以 研究 二 LR), 
LT), Li'(Z)., 

车 了 ，G->C， 定 义 二 仍 为 G 一 C 的 映射 ， 且 

f(x )=f(x—y), 
则 有 以 下 二 事实 ， 

《17)1 7 一 下 站， 

(2 ) 对 于 每 一 个 1 EL1(G)， 映 射 x 一 有 是 由 G 到 L'(G) 的 连续 
映射 ， 即 当 x,y 很 接近 里 f, 一 所 上 1 可 以 任意 小 

为 了 讨论 群 代数 L'(G)， 完 给 出 Fubini 定 理 ， 

定理 19.”( Fubini 定 理 ) . 设 (X,.9F,4) 和 和 (Y, 多 ,41) 是 0 


s QO4 。 


一 有 限 的 测度 空间 ，f(Kx , 轨 是 XXY 上 的 (72 x 多 ) 一 可 测 函 数 ， 
(1) 各 0 委 1 帮 xy) 委 cc， 且 和 寿 


(x)=| Te,y)d1， xEX, yEY, 


POy )=| fx,y) dn, xEX，yEY， 
则 9 是 .9 一 可 测 的 ， 乡 是 .多 一 可 测 的 ， 且 
| Gd x 1)=| vx) dp=| (ah， 
或 写成 / 


| GodCx 为 =| do 人 (ed 


=| da) | jCx,9) d(x). 


( 2 ) 若 f EL1(4X4)， 则 存在 4 一 零 测 集 4,， 使 得 对 每 一 个 x EE 
XNA,，f(x:y) 作 为 了》 的 函数 在 Y 上 可 积 ， 即 f(x,y) EL'( 4 ) 对 几 
平 所 有 的 xE 和 成 立 ， 

同样 ，1(x,y) EB!(4) 对 几乎 所 有 的 yEY 成 立 ，， 


大 v(x)=| 1(x,y)d， a.e. 


#9)=| fx, dp, a,e. 
WoELICH), BEL'(4), 


| redexD=| dulx) {fCx,y) dy) 
=| dz) | fC, 9) du). 
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1， LICR)、L!.《T),L1(Z) 上 的 代数 同 态 (结构 空间 或 极 大 
理想 )， 轩 


(1) 11(R)={f, Rs C1 Bore! 可 测 , (f(x)1 dA(x) < 
co 


注意 ， 两 个 几乎 处 处 相等 的 函数 ， 我 们 认为 是 等 值 的 ， 也 就 是 
考虑 子 空间 四 


N={f:R-C|| U(x) da(x)= 0), 


则 按 子 空间 N 决 定 了 一 个 等 价 关 系 ， 即 车 f ,fs EL1(R)， 当 1 一 

f EN 时 ， 则 说 f ,和 了 ,是 等 值 的 ，L!(R) 中 的 元 素 ， 实 质 上 是 这 样 

的 等 价 类 的 集合 ， 男 外 ， 如 果 了 是 RR 上 的 Lebesgue 可 测 户 数 ， 则 

在 R 上 存在 一 个 Borel 可 测 函 数 8 ,使 得 f 二 g a.e。 这 就 是 说 ， 可 

以 在 含 f 的 等 价 类 中 找到 一 个 函数 8 是 Borel 可 测 的 (证 明 从 略 ). 
在 L1(R) 中 定义 了 普通 的 加 法 和 数 习 以后 ， 取 范 数 


=| OO dCx)= fo Ol dx ， 
则 L!(R) 是 一 个 Banach 空 间 。 再 利用 卷 积 定义 乘法 
fxg(x)= | 7(7)8( 一 ?十 xz)dy， 1，8gEZLI( 民 )， 
可 以 证 明志 5( 民 ) 构 成 一 个 可 交换 的 Banach 人 代数。 首先 验证 范 数 ， 
和 一 人 fx*gl dx = 人。 jC)8C—ytx)ay dx。 
这 是 一 个 累 次 积分 ， 由 Fubini 定 理 有 
| fg | <|| f(y)g8(—y+x)| dydx 
=| olay | eoldx 


=|flilel:=1fllgl,.) 
96， 


同 理 ， 用 Fubini 定 理 可 证 f*#(g*h)==(f#g)*h. 
再 证 明 L!1CR) 的 可 交换 性 ， 注 意 到 Lebesgue 测 度 的 不 变 性 ， 
以 及 若 4 可 测 ， 则 一 4 必 可 测 ， 且 测度 相等 。 事实 上 有 


jxg(xz)=| (7)8( ->+x)dy=| (x 十 ?)8( 一 ?)dy 


=| 7(x 一 eg()ay= gx*f (x), 


因此 ，Li(R) 是 一 个 可 交换 的 Banach 人 代数， 现在 研究 
ACEICR))， 取 pE IICR))， 则 9 一 定 是 一 个 有 界线 性 变换 
(921 委 1)， 故 

9ELI(R)'=L°(R). 
即 对 于 8% ELi(R)， 存 在 唯一 的 T(x ) EL*(R)， 使 得 


0(7)=| f(x j7C) dx. (3) 
且 191=17l。 (7(x ) 是 有 界 的 Borel 
函数 ) 


又 9 是 代数 同 态 保 持 乘 法 ， 
2Cfx8) 一 Of)，0O(5) 


pfxe)= | (fre(x)) 7CZJdx 
=|ji(y)8(x—y) TCX dydx 
= 人 10 )(| es) Tx Jdx)dy 
=| (7) 9 (ed 
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又 7(1) .wo(B)= | v2) Cy) TF) dy 
所 以 / 
| ro dy 一 | oC)1(») r(y) dy, 


即 fo)Ge(gD) 一 Ce)7GJJdy=0，YJELIR)， 


所 以 (gr) 一 2(8) 7(y) . a.e. ( 4) 


事实 上 ， 若 p(g) 一 (7 )Y(y)< 0 在 一 个 测度 大 于 零 的 集 
合 E 上 成 立 (ECR), 则 取 f( 7 ) 为 巨 的 特征 函数 ， 于 是 全 f(y) (9 (gs) 
一 p(y》)Y(y))dy 头 0， 矛 盾 ， 

由 于 y 一 g, 是 由 RR 到 L1(R) 上 的 连续 函数 ，92 是 连续 的 ， 故 
2(8,) 是 ?的 连续 函数 。 

由 于 9 是 非 零 代数 同 态 , 故 可 取 g ELi! 使 得 p(8) 关 0。 又 ( 4) 
式 左 端 是 2 的 连续 函数 ， 故 可 改变 Y( ? ) 在 一 个 零 测 集 上 的 值 ， 使 
( 4 ) 式 对 于 > 处 处 成 立 ， 而 且 在 零 测 集 上 改变 Y( 2) 的 值 并 不 影响 
( 3 ) 式 ， 这 样 ， 就 可 以 认为 Y(x ) 是 连续 的 ， 也 就 是 由 等 价 类 中 取 
出 一 个 连续 函数 YX )。 于 是 得 到 

plgs)=P(8) 7(y) , Veg€EL!, VyER, 
利用 上 式 得 
(gs+11)=P(g)r(x+y), 

务 一 方面 Brrr (gz)1, 

事实 上 ， gs+1(2)= 二 8(2 一 x 一 >) 二 g((2—y) ~—x)=g:(2—)) 
= (g:)1(2). 
又 Pp((gs)1)=P(gs) 7Y(7) =Ptg) Y(x) 7(y), 
所 以 有 
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Y(xTy)=7(x)7(y), 
又 1? =121 入 1， 县 7Y(x)=7(0)Y(x)， 所 以 Y(0) 
二 1。 由 1==7(0)==Y(x)7Y( 一 x)， 得 7( 一 x)=7(x)"!， 由 此 
得 到 
IY(x)| = 1. vxER. 
因 否 则 若 |Y(x)| 之 1， 则 IY( 一 x)[ 之 1 .与 前 面 结论 矛 盾 , 所 
以 
[IYlw=1, YY(x)| =1., 
定义 6 奉 Y(x) 是 R 一 C 的 映射 , 满足 、 
(1) Y(x) 连 续 ， | 
(2) YC(xty)=Y(x)Y(y), (x, »€ER) 
(3) hw =1, (x€R). 
则 称 Y( x ) 为 RR 上 的 连续 特征 标 . 
定义 中 ( 2 )、( 3 ) 表 示 7Y(x ) 是 从 R 上 的 加 法 群 到 TL 上 的 滋 法 
群 上 的 代数 同 态 ， 即 Y(x ) 是 尽 到 六 上 的 变换 ， 保 持 群 的 运算 . 
将 尺 上 所 有 连续 特征 标的 集合 记 作 六 一己 , 则 以 上 结果 表明 ， 
对 任意 PE A(L!'(R))， 存 在 唯一 的 YE€E 栈 ， 使 得 


p (1)=| 0 f(x) YO) dx, (EL (R)) 


1pij=1Ylw=1. 
反之 ， 对 每 一 个 Ye 厂 ， 映 射 


ps _ 
1 一 >| 1 (x) TY) dx (1ELLR)) 


必 是 L1(R) 上 的 代数 同 态 ， 即 2 E L(LI(R))， 现 在 证 明 这 一 导 
实 ， 
由 于 积分 的 线性 性 质 知 %， 是 线性 的 ， 故 只 需 证 明 
Pr(frg)=P7r(f) ， Pr(g). 
利用 Fubini 定 理 ， 有 
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pCfxg)= | (fxe) (x) YC) dx 


一 (jCy)aCx—») Y(x) dydx 
一 pgCoO7TGT3)dydx 


= |)eCOTCG5 YO)dydx 


=9,(f) py(g)., z : 
,是非 零 代数 同 态 ， 因 为 Y( 0 )= 1 ，7Y(x j) 是 连续 的 ， 故 车 
f 在 x 二 0 附近 不 为 零 ， 在 其 余 反 等 于 零 ， 则 必 有 91(f) 0， 
而 且 若 Vy; 天 Py;。， 由 于 


pri(f)= {1 Cx) YI) dx， 


vr)= fc) Vile)dx, 


显然 有 ，Y1(X) 三 Y,(x), 

归纳 以 上 结论 表明 ， 工 ! CR) 上 的 代数 同 态 9 和 尺 上 的 连续 特 
征 标 Y( x ) 构 成 一 一 对 应 ， 

I(L'(R))O Tp, 

其 对 应 关系 由 ( 3 ) 式 给 出 ， 

以 上 讨论 了 群 代 数 L!i(R) 的 第 构 空间 ， 在 整个 讨论 过 程 中 仅 
用 到 了 民 的 三 个 事实 . 

1) 实数 尽 是 加 法 群 . 

2) 实数 尺 上 通 销 拓扑 和 群 的 结构 相 容 . 

3) “实数 上 取 一 个 不 变 测 度 . 

因此 ， 若 将 民 换 成 另外 一 个 群 例如 RR 换 成 T 或 2， 只 要 利 用 
以 上 三 个 事实 ， 同 样 可 以 得 到 LI(7T)，ZLLZJ) 的 结构 空间 ， 
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(2) LA(T)={f: T= Cl {VO dr) < 或 
pz f(x) dx< 0 上. 


7 是 乘法 群 或 等 价 于 一 个 加 法 群 关于 2r 同 余 , 取 不 变 测度 -二 一/ 
( 单位 圆 对 应 于 (一 x，x), 测度 为 1 ) ， 则 以 上 讨论 仍 成 立 . 
定义 乘法 为 卷 积 ， 即 jgELILCT7) 


fxg(X) 一- _ f(y)g8(x—y)dy, 


仿照 以 上 作法 得 
A(Li(T))<—> Tn 
即 2D< 一 >Y(X )。 
其 中 Y(x ) 为 了 上 连续 特征 标 ， 且 对 应 关系 为 


(1)={ f(x) TO dx, 


(3) Li(2)=1'. 
Z 是 加 法 群 ， 具 有 离散 拓扑 和 计数 测度 ， 此 时 


(2 Vl dan) = BY WO. 


来 法 就 是 上 的 卷 积 . 同样 得 到 
A(L'(Z))<—> Ts 
Ep <—>7(n) 


站 中 Xm ) 是 和 上 的 连续 特征 标 且 对 应 关系 为 
v(f)= D f(n) Yn) . 


可 以 将 以 上 结论 推广 到 任意 (G) 上 ， 其 中 G 是 局 部 紧 群 ， 使 
Li(G) 的 结构 空间 和 G 上 的 连续 特征 标 一 一 对 应 ， 
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2， LI (R)、LLIC7)、DIZ) 的 Gelfand 恋 换 。 

(1)L'(R) 的 Gelfand 变 换 ， 

首先 将 连续 特征 标 7Y(x )ETs 具 体 化 . 任 取 7Y(x)ETn。 出 
1(0)== 1 且 Y(x ) 连 续 知 ,存在 6>>0， 使 得 


| 7(Dadt=ox 0 。 
又 Y(x 十 tj 二 7Y(x)Y(t)， 有 


| r(x+t) dt=r(x) | YC) d=ar(x). 


另外 ， [rtoar =| ras, 
所 以 | 7()ds=0r(%). 


Y(t ) 连续 ， 所 以 |” YCs)ds 对 x 具 有 连续 导数 ,因此 Y(x ) 


具有 连续 导数 。 将 等 式 

(x+)=7(x)Y(t) 
两 边 对 t 微 分 ,得 

| Y’ (x+t)=7(x)Y’ (1),. 
令 t= 二 0， 得 Y’ (x)=Y’ (0)Y(x), 
解 以 上 微分 方程 ， 得 
r(x)=Y(0)er (Or, 

由 于 Y(0) -= 1 ， 得 

r(x)=e’’‘0)z, 


因为 Y(x)| = 1 ， 所 以 le”(0)z = 1 ， 即 % (0) 是 纯 虚 数 ， 


入 (0)=iy, y€R, 
得 Y(x)= eiyr, 


" 102. 


以 上 表明 ， 对 于 每 一 个 连续 特征 标 Y(x) E 大 * 都 有 一 个 实数 ? 
与 之 对 应 ，Y(x)<k 一 > ? ， 

反之 ， 对 于 每 个 ER， 作 映射 

x Soiys, 
则 YE 矿 x:， 事 实 上 
Xi 十 Xs-————> eliy (Ttr2) eiyrieiyrs, 

即 7y(xi 十 xy) 一 阅 (Xi)YrCxs)。 
且 Y 连续， YI(x)| = leiyzx| 一 1， 故 YE Tp。 

综合 以 上 讨论 ， 得 

机 (R))<—> Tr.<—>R. 

或 P<—>7(x), 9(f)= | f(x) Y(x) dx， jeni(R). 


Y(xX)<—>y. 7Y(x)= eiyz, y€R. 
所 以 ”92< 一 >): p(1)=| Ja)e- pzdx， 1 EL'(R). (5) 


这 就 说 明 L'(R) 的 结构 空 间 A(L!(R)) 和 实数 民 一 一 对 应 ， 对 应 关 
系 由 ( 5 ) 式 给 出 ， ~ 
再 研究 Gelfand 变 换 了 ， AR 一 C- 


若 fEL'(R),f(9)=9(f1).， 且 Vv<->y， 故 得 
了 (7)=| f(x)e "dx. 


因此 群 代数 L1(R) 的 结构 空间 就 是 尺 本 身 , 而 且 Gelfand 变 
换 就 是 Fourier 变 换 . 

(2)Li(T) 的 Gelfand 变 换 , 

首先 讨论 Tx: I TD))< 一 > 大 rr、 即 9 <—>7Y(x)， 


? (四 ) 一 -| f(x) TC dx 


取 yE 太 rr， 将 六 rz 看 成 加 法 群 且 按 2r 成 同 余 ， 则 和 以 上 讨论 
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完全 相同 ， 必 存在 y€ RR， 使 得 
7(X)= eiyz, 
由 于 栈 r 按 27 同 余 ， 故 
7Y(x 十 2r) 一 7(X)7。 
即 eiy(zt27) 一 seiyz， 所 以 y= 二 n， 即 y€EZ， 得 到 
Y(x) = einz, 
这 就 是 说 ,每 一 个 连续 特征 标 和 一 个 整数 相对 应 ,y(z)< sn 
综 上 所 述 得 
A(L'(T))<—> Te >2, 


最 pe>Y(x), of)=3 | fx) TO dx， 
7(x) < 一 > 用 : Y(x) 一 einz 
Pa pen pO) = | fx)e-inrdx. (6) 


即 工 : ( 荆 ) 的 结构 空间 和 整数 Z 一 一 对 应 ， 其 对 应 关系 由 (4) 式 给 
出 ， 

再 看 Gelfand 变换 ，f ，Z 一 C. 

若 jEL1(T), f(9)=8(f)， 且 9< 一 >n， 故 得 


f(n)=3| fx)e-ndx, fEL(T). 


因此 群 代数 L'(T) 的 结构 空间 就 是 整数 Z， 而 且 Gelfand 变 换 
就 是 单位 加 上 可 积 函 数 的 Fourier 系 数 . 

《3)L'(Z) 的 Gelfand 变 换 . / | 

先 讨论 一 >， IAL 204 < > 人 BE 9 <—>7(n ), 


9 (fF)= Sn YCn) 


有 有 时 一 咏 


由 矿 ;的 性 质 知 ， 者 Y( 1 ) 已 知 ， 则 Y( nn ) 即 可 求 出 ,又 7(1) 蚌 复 
数 ， 令 7Y( 1 )= 二 e”， 则 
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Y(n)= eina, 

即 Y < 一 >e' ,也 就 是 每 个 连续 特征 标 和 单位 加 上 一 扩 相 对 应 ， 
即 广 < 一 > 了、 (在 § 3. 7 中 我 们 用 完全 不 同 的 方法 讨 论 人 (7) 已 
得 到 JN(1!)< 一 >T) .所 以 有 

AI(L! (Z))<—> Tz<—>T 


即 Pe—>7(n), Pf)= > (Co Yn) 


有 


rT(n)<—>eio, r(n) 一 Gei7Q， 


所 以 9< 一 >eio，9( 人 = > f(n)e-ino. (7 ) 


即 工 《 乙 ) 的 络 构 空间 和 太一 一 对 应 ， 对 应 关系 由 (7 ) 式 给 出 ， 
讨论 Gelfand 变 换 : f :T+ COC. 
右 J ELI(Z)， 1(?)= ov( 了) 


即 f (eia) = S jn)e-ina, 


i- 


因此 ， 群 代数 L!(Z) 的 结构 空间 就 是 TT， 而 且 Gelfand 变 换 研 
是 离散 Fourier 变 换 的 送 变 换 . 

以 上 R、T、Z 都 是 群 ， 对 于 它们 所 得 到 的 连续 特征 标 集合 
夏 、Tr、 矿 z 在 Gelfand 拓 扑 下 是 紧 的 或 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 
( 当 群 代数 有 单元 时 特征 标 空间 是 紧 的 ， 无 单元 时 是 局 部 紧 的 ) . 

若 对 于 特征 标 集合 定义 加 法 运算 

(Yi.+7,)(%)=7.(%).7,(x), : 

可 以 看 出 芽 也 构成 一 个 群 。 以 上 定义 是 目 然 的 ， 因 为 |Y( x)| =1,， 
“7(x) 在 TL 上 . 这 样 三 是 个 可 交换 群 ， 且 堆 元素 为 YX ) 一 1 ， 逆 元 
带 7” (x ) 一 一 7(CX )， 

一 般 地 ， 对 于 任意 一 个 局 部 紧 的 可 交换 群 G， 由 G 出 发 ， 利 用 
G 上 的 不 变 测 度 ， 作 和 群 代数 工 〈G )， 则 L(G ) 的 极 大 理想 空间 就 是 
特征 标 集 合 厂 6， 它 又 是 拓扑 空间 ( Gelfand 拓扑 )， 同 时 厂 , 又 是 
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群 ， 可 以 证 明 Gelfan4 拓 扑 和 和 群 的 结构 相 容 ， 即 六 o 仍 是 一 个 局 部 
紧 的 可 交换 群 ， 叫 做 G 的 特征 标 群 . 
由 于 六 o 也 是 局 部 紧 的 可 交换 群 ， 自 然 也 可 以 讨论 六 ec 的 特征 标 
群 Tro .著名 的 对 偶 定 理 理 论 指出 厂 ro 冠 G (一 般 情形 将 在 第 七 章 中 
给 出 )， 
例如 ， 我 们 已 经 得 到 厂 s 二 RI， Tr 二 Z ,Ts 二 TT， 所 以 
Tre=I se=R, 
Trr= Ts=, 
Tre=T 7 =. 


$3.9 癌 量 人 积分 与 解析 国 数 

本 节 讨 论 在 Banach 空 间 B 上 取 值 的 向 量 值 函数 的 积分 与 微分 。 
若 久 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ，4 是 XX 上 正 有 限 的 正则 Borel 测 
度 . ;是 大 一 B 有 界 连续 的 向 量 值 函 数 ,那么 应 如 何 定义 积分 | fd4。 


自然 | fd4 应 是 8 中 的 元 素 , 因 此 问题 是 如 何 选取 wE B 使 % 一 | fd 


我 们 知道 ， 若 是 X 一 C 有 界 连续 画 数 ， 则 | fak 就 是 复 连 续 


申 数 在 X 上 的 积分 问题 是 如 何 利用 复 连 续 函 数 的 积分 概念 定义 窗 
量 值 函数 的 积分 ， 
车 9 是 B 上 的 有 界线 性 泛 函 ，9€B*， 则 9of 是 X 一 C 有 界 连续 


函数 ， 于 是 | wefd 成 为 复 函数 的 积分 ， 是 有 确定 意义 的 ， 又 由 


Hahna-Banach 定 理 知 ，B 中 的 元 素 ! 被 B 上 有 界线 性 泛 函 空间 B*" 完 
全 决定 ， 因 此 ， 若 知道 了 所 有 B* 中 的 有 界线 性 泛 函 9 在 w 上 的 值 
9(&)， 则 4 就 完全 确定 了 。 根 据 以 上 讨论 ， 问 题 成 为 如 何 找到 了 
中 的 元 素 ww， 使 得 对 B" 中 的 一 切 有 界线 性 泛 函 9 在 w 上 的 值 ， 


plu) =| vofdp 
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但 成 立 。 这 样 的 & 契 存 在 ， 则 可 以 定义 向 量 值 函 数 的 积分 . 

定义 了 ， 知 是 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ，A 是 X 上 正 有 限 的 正 
则 Borel 测 度 。 B 是 Banach 空 间 , f 是 X 一 B 有 界 连续 向 量 值 函数 
若 存 在 一 个 向 量 w€ B， 使 得 


OK )=| pofap 


对 一 切 w€ B* 成 立 ， 则 定义 向 量 值 积分 | fdh= 
定理 20， 若 X 是 局 部 紧 Hausdorff 空 间 ， 具 有 正 有 限 正 则 Bo- 


rel 测 度 ， 了 3 是 Banach 空 间 ， 了 是 和 一 了 3 有 界 连续 函数 ， 则 在 了 3B 中 存 
在 唯一 元 素 & ， 使 得 对 有 "中 一 切 有 界线 人 性 泛 函 9 ， 
Pu )=| pofdp 
人 恒 成 立 ， 
证 | 9ofdr 的 值 与 9 的 选取 有 关 ， 它 确定 了 一 个 B" 一 C 的 映 
射 W， 
W 人 ?)=| wofdn。 


显然 w 是 线性 的 。 
wo S| pofl dr<| tot fx) 1 da 


= lph tx lal, 
其 中 4 二 A(X)， 由 于 m，f 有 界 ，4(X) 是 有 限 的 。 所 以 w 是 
有 界 的 。 

为 求 ， 我 们 设法 在 引 中 找到 元 素 列 {u}， 使 (ks) 逼近 
w(L9 )。 人 是 X 上 正则 Borel 测 度 ， 故 任意 给 定之 0， 必 可 找到 紧 
集合 KCX， 使 A(X、\K)<e。KK 是 紧 集 合 ，f 连续 ， 所 以 1( KK) 也 是 
紧 集 合 。 以 1(&) 中 每 一 点 为 中心， 为 半径 作 开 球 ， 得 1() 的 
一 个 开 覆 盖 ， 由 1(K) 的 紧 性 知 ， 必 有 有 限 多 个 开 球 覆盖 1(K)。 设 
以 al ,4s,… ,4; 为 中 心 的 nn 个 开 球 覆盖 f(K)， 从 4; 为 中 心 的 开 球 中 
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去 掉 属 于 a 为 中 心 的 开 球 的 部 分 ， 从 as 为 中 心 的 开 球 中 去 探 属 于 a 
或 oa; 为 中 心 的 开 球 的 部 分 。 依 次 做 下 去 ， 即 可 去 掉 这 些 开 球 的 重复 
部 分 。， 得 到 (KK) 的 有 限 开 覆盖 V ,,V ,,… ,7Y。， 两 两 不 相交 ， 且 每 
一 开 集 Y, 上 任意 两 点 的 距离 小 于 e 。 于 是 得 到 上 一 组 互 不 相交 的 
非 空 Borel 集 合 4, ,A,,… ,有 A, 满足 

(1)A,UA,U.…UA,= K, 

(2 ) 若 x,yE4h4， 由 1X) 一 (7) 之 2 ，i 二 1,2,… ,nh 

从 1(4i) 中 任 取 bi( i 二 1,2,…,n)， 则 当 x€ A 时 必 有 有 

| | f(x) —b; | <e, 


令 WW 一 > L(Ai)b,, 


i=1 


则 wxE3B。 任 取 pEB"， 考 虑 
w(p)—9(u) =w(p) —9( >, uA( AN)D, ) 


因为 
w(o)=| vofdnt | vofdn = S| Pfaet 
j=1 
且 9 为 线性 的 ， 所 以 


Wo) 一 2CU) = > [| pofdu—9 CUCAiD)Di) |+| orar | 


= D5, of-ol00dut| refdn 


一 > | P(x) —b) de (0+| pofdp. : 


又 lf) 一 bs 1L2117x) 一 bb 过 1191e VxEtAh,, 
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所 wp) -pw <liole DS |, du(oO+ 


| 


lottfl | du(x) = Lolen(K)+ ol fl XNK)< 


lotClultlfh)e., 

由 此 知 ， 任 给 。 > 0 ， 按 以 上 方法 可 以 找到 一 个 4€ B， 使 上 式 
成 立 ， 又 呈 41， 上 上 i 是 有 限 的 ， 对 于 给 定 的 整数 n， 可 以 取 。， 
人 


(1 ul+t+l 1)e<~e. 
则 对 于 n= 二 1,2,… , 必 有 uw, €B， 使 得 对 一 切 9 € B8*， 不 等 式 


Wo)—9u) lol = 
恒 成 立 ， 因 此 ， 寸 于 8* 中 的 一 切 8 恒 有 


pn) [= (一 Ge 1 (元 十 元 ). 


根据 Hahn=-Banaca 定 理 得 
| < 二 十 过. 
所 以 {&s 是 Cauchy 序 列 ， 故 存在 &E 使 得 
lim Wn. 
W970 ES wip) Pu) 十 Pu) 9 
< 1 wp1( 二 二 二) 
对 mm 一 1,2,…: 恒 成 立 。 所 以 w(0 )=p(u)。 即 对 一 切 pEB。， 
在 8 中 存在 4， 使 / 
v Cu)=) oofdn 
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恒 成 立 ， 
w 的 唯一 性 是 显然 的 。 因 奉 存 在 0€ B 使 


2 (ov) =| vofar 


对 一 切 v€ 8" 成 立 , 则 由 于 积分 | psfd/ 是 确定 的 ， 故 对 一 切 pEB 


恒 有 9(4) 二 9(v)、 放 w= 二 v， 证 毕 , 
这 个 定理 说 明定 义 7 是 有 确切 意义 的 ， 可 以 写成 


of(| dp) =| wofdu， YoEeB", 


以 上 讨论 中 假定 4 是 正 测度 ,实际 上 着 以 MX) 表 示 一 切 有 界 复 
测度 空间 ， 取 LE M(X)。 以 上 讨论 仍 可 同样 进行 ,此 时 只 和 需 取 4 
二 | 让 (XX)， 而 

a (X) 二 sup{ LO KCX，k 是 紧 集 }. 
定理 20 可 改 配 成 如 下 定理 。 

定理 21。 设 XX 是 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ，HEM(X) 是 正则 
Borel 测 度 ，B 是 Banach 空 间 , f 是 X 一 B 有 界 连续 函数 ， 则 在 8 中 在 


在 唯一 的 元 素 | fd4， 使 得 对 一 切 pEB*， 等 式 


(f= 


1 arg <| 1 Ta Cx). 


还 可 以 将 以 上 向 量 值 积分 概念 推广 ， 考 虑 更 一 般 的 情形 。 若 了 
是 XX 一 B 有 界 连续 映射 , 是 B 一 E 有 和 界 连续 映射 ，E 也 是 Banach 


空间 ， 则 oj 是 x 一 巨 有 界 连 续 函 数 ， 根 据 以 上 讨论 知 | pofd4 存 在 


恒 成 立 ， 且 


且 为 巨 中 的 元 素 ，| fd4 存 在 且 为 B 中 的 元 素 ， 自然 b(| fdr) 有 意 
义 ， 那 么 等 式 
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向 


| of dp=y (| fdp) 


是 否 成 立 ? 答案 是 肯定 的 ， 
事实 上 ， 者 6 EE*， 则 由 定理 20 知 


(| wordn)=| Lopofdn, Yeep®, 
又 | fdn€eB, y({ 1 dr)er c(vy{ sadec, 


5 CH do)= (op) 人 au 
因为 op €B8*， 由 定理 20 知 
(Zo )| fdn= | ¢ oY ofdy, 
所 以 得 


ce (| yoran )= (4() 1 an)), 


即 | woran=y/ yan 


特别 ， 者 B 是 一 个 Banach 代 数 ， 且 EE = B, 若 取 y(y)=sy， 其 
中 s€B， 则 有 yof 二 sf(x)， 于 是 得 


| sf 0dn= s | fC) dp 


也 就 是 说 ， 向 量 值 函数 乘 以 :€ 8 的 积分 ， 可 将 s 提 到 积 分 号 外 。 同 
理 ， 帮 取 y$(y) 三 ys， 则 有 


sc)san =(| fC) dp)s, 
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下 面 再 来 研究 向 量 值 函数 的 解析 性 , 

定义 8 设 Q 是 复数 域 C 上 的 开 集 ,B 是 Banach 空 间 ,f 是 0 到 
B 上 的 映射 ， | 

(1) 车 对 于 一 切 zEQ， 上 共 2 一共 22 存在 ， 则 称 函数 在 Q 
内 是 强 解析 的 。 

( 2 ) 若 对 于 一 切 4€B*，/Af 在 Q 内 是 解析 的 ， 则 称 f 是 弱 解 析 
的 ， 

由 关系 式 

Af(w) — Af (2) 


WwW—2 


=4( fw 3 ) veEBs 


知 ， 著 了 是 强 解析 的 ， 则 f 必 为 弱 解析 的 ， 反 之 如 何 ?” 有 以 下 定 
理 . 
定理 22 ” 若 f 在 Q 内 是 弱 解 析 的 ， 则 了 在 8 内 必 为 强 解析 的 . 
证 ”首先 说 明 若 了 在 2 内 是 弱 解 析 的 ， 则 了 在 2 内 必 连 续 。 不 
妨 设 0EQ， 只 需 证 明 f(z) 在 0 点 连续 . 
因为 如 是 开 集 ， 故 存在 > > 0 使 得 
Ds,={z€EC |ld 和 2riC2。 
记 
T: 1z| 一 27 
取 定 1€B"，/f 是 解析 的 ， 由 Cauchy 积 分 公 ` 式 知 ， 当 0 <|z| 
<< 2r 有 
MD -HOT 4 1 
% oxi Jr p(B—z) " 
令 M(A)=sup{ 1Af(z)lzED;2.}， 当 0 < 之 z 之 lr1,， BET 古 有 
lB—z| 之 |B| — lz| 之 2r—r =r, : 


Af(z)— Af(O) rr MA) 
2 Fr 


故 


即 
112， 


1 M(A). 
S37 rr 


(4-100) ) < MC4) 


利用 Hahn-Banach 定 理 知 ， 共 2 一共 作为 B"* 中 的 元 素 作用 在 
4EB* 上 是 有 界 的 ， 其 中 0 < jz |<r。 由 Banach-Steinhaus 定理 


(1 -22310 1 jo < hl <r) 


是 一 致 有 界 的 。 故 有 
lim | f(z)—1(0) 1 = 0， 


即 
lim f(z)= 1(0). 


所 以 1(z) 在 z = 0 是 连续 的 。 同 理 可 证 f(z) 在 任意 2€ .0 连续 ， 
由 于 /( z ) 是 C 一 B 连 续 函数 ， 栈 是 紧 集 合 ， 根 据 向 量 值 积分 定 
义 有 


f(z)—1(0) _ 1 | 1(8) 


ari J, BCB-z) dh 
jen 
| 222)—10) -| pd 
-| a , -天 8 d 
< 中 [re 


其 中 1 了 1 一 sup [1(8) 1 又 当 0 之 ld 之 + 有 上 ~z > 


所 以 
<- 
由 此 知 
1 (0)=lim 12) 10) 一 1 一人- 16) {1p) 10 


同 理 对 任意 i€ 9 可 以 证 明 f’(z) 存 在 ， 定 理 得 证 ， 
再 考虑 如 何 定义 Banach 代 数 4 上 的 向 量 值 函 数 。 设 4 具有 单元 
，XE€ 有 A 和 ,如 何 去 定义 1(x)? 着 1( 4 ) 是 一 个 具有 复 系数 at 的 多 识 
1(A)=aotahdy,. .rar AEC. 
自然 可 以 定义 1(x) 如 下 ; 
1j(x)=aovet+axi+ tarx’, xXEA, 
显然 f(x) EA， 即 了 是 4 一 4 的 向 量 值 函数 ， 若 
1(1)= Fah, EC 


是 C 上 的 整 函数 ， 目 然 可 以 定义 
1 (%)= > Ca Xe A。 


例如 定义 exp(X) = > 证， xEA， 
男 外 ， 考 虑 半 纯 冰 数 
f (4): 


是 它 的 一 个 村 吉 。 这 时 接 以 下 方法 定义 (2) 
若 xE4， 但 C(x) 韦 wC， 则 we 一 X% 可 道 ， 于 是 定 立 


) 1 人 EC 
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1(x)= (ae—x)™!. 
自然 由 此 可 定义 有 理 函 数 ， 更 进一步 考虑 如 何 定义 一 般 的 向 量 人 全 
纯 函 数 。 在 复 变 函数 中 ，Cauchy 积 分 公式 可 以 很 好 地 描述 解析 函 
数 ， 因 此 我 们 试图 利用 Cauchy 积 分 公式 将 一 般 的 解析 函 数 jh) 
C 一 C 推 广 到 向 量 值 函数 1(x)，A 一 A. 
定义 9 设 Q 是 C 上 开 集 ，K 是 0 内 的 紧 子 集 ， 栈 是 8 内 有 限 个 
定向 的 线段 ， 且 每 个 线段 都 不 与 XK 相交 ， 若 厂 满足 
Ea 
i Jr A—z 0, 当 z ¢ kK， 
则 称 忆 是 台中 环绕 天 的 围 道 。 等 式 左 方 的 积分 称 为 点 ZEC 关 于 闭路 
矿 的 指标 ， 记 作 Indr(2Z). 
引 理 1 设 A4 是 具有 单元 e 的 Banach 代数 ，xEAh，aE€C, 
a¢g0(x)，9=C 一 {4 }. 本 是 0 内 环绕 0(x) 的 图 道 ， 则 
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(ae—x)"= | (eGe—x) "1d, n=0,+1,+2,.…. 


证 明 用 归纳 法 ， 完 证 当 n 二 0 时 引 理 成 立 ， 即 证 


e= -| (ex) dh. 


2T1 
因为 0(x) 是 紧 集 合 ， 且 对 于 一 切 hEo(x) 有 14 委 1xi1， 令 
7r>> 4x 上 上， 记 工 ,为 以 0 为 中 心 r 为 半 色 的 圆周 ， 则 o(x) 含 于 工 , 所 
图 成 的 图 内 . 


在 [上 44-1x1 二 由 1x1= 汪 和 <1， 记忆 


《e 一 4”1xX) 1 一 > (4-ix)", 


由 此 得 
(4e 一 2 一 141(e 一 41x) 一 > 4 一 


ek 
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逐 项 积分 ， 人 


| 0 ， nn 人 0， : 
| 
i -二 * es n=0, z 
2 1 | -i 
得 e=—l |. Ge—*) dh. 


” 将, 换 成 厂 ， 上 式 仍 成 立 ， 故 n 一 0 时 引 理 得 证 ,i 
又 令 y= ai)"(e—*) td 


241 
当 4 从 5GCx)， 有 
(Xe—x)-!~(ae—x)"!+(a— 14)(ae—x) (4Ae—x), 


1 | _ 一 人 
人 4)'(ae—x)-1dA 十 


十 


5 | (a— a4)"*'(ae—*) (4 e—X)- i1dA， 


由 于 a¢g9， 故 | (a-4)"d4=0. 即 


| (a- 1)” (ae—x)-!'d4 = 


所 以 
3 一 一 一 一 二 | (a— 14)''i(ge—x) -Ce 一 X) -dd1 
一 (Ce 一 X) Vn+l 9 
即 i y= (ae—x)y, | 
又 y, 二 ee， 得 y, 二 (ae 一 XxX)*”，hn 二 0， 土 1， 土 2,，…。 引 理 得 证 . 


利用 这 个 引 理 知 ， 车 P( 人 ) 是 C 上 的 多 项 式 ， 则 在 Banach 代数 
A 上 可 以 定义 P(x) 如 下 . 


(xz)=- 寺 一 | PO) eX d4, 


。] 5 ， 


即 P(x) 由 以 上 Cauchy 积 分 公 \ 式 给 出 . 

ln 也 成 立 ， RC 上 的 家 理 杉 具有 
极 所 Ci，cs，…， 。 开 集 避 不 包含 cl ， …，Qi， 则 R(N) 在 人 
内 解析 ， 是 RC 可 六 示 成 


R(4)=P(4)+ 之 Ci(ae 一 外) 二 


其 中 Pp( 力 是 多 项 式 ， 此 时 可 对 R( 力 中 每 一 项 应 用 引 理 ， 从 而 得 到 以 
下 定理 。 
定理 25 设 


R(4)=P(4)+ > Cn,i(an—4)” 


是 有 理 函 数 ， 具 有 极点 a。 P( 匀 是 多 项 式 ， 若 x*EA，o(x) 不合 
R(1) 的 极点 cw， 定 义 
R(x)=P(x)+ 之 Ca,i(ane— xX), 


者 人 是 C 上 的 开 集 ， 包 含 0 (x)， 目 在 9 内 R 是 解 折 的 ， 在 全 是 Q 内 环 
绕 oc(x) 的 围 道 ， 则 


R(x )= pi | ) 儿 4e 一 X) -1d1。 


定理 说 明 有 理 函 数 也 可 由 Cauchy 积 分 公式 给 出 ， 由 此 可 以 用 
Cauchy 积 分 公式 定义 一 般 向 量 值 函数 ， 

定义 10 设 A 是 Banach 代 数 ， 具 有 单元 e ，Q2 是 复数 域 C 中 的 
开 集 ，f，4Q2 一 C 是 解析 函数 ，xE€A4，o(x)COQ， 则 定义 


f(x)= 


"di, 


其 中 太 是 D 中 环绕 cfx) 的 围 道 
注意 ( 1 ) 太 与 cx) 不 相交 ，f(C 人 (46 一 x)-: 是 4 中 一 个 连续 的 
向 量 值 函数 ， 以 上 定义 中 的 积分 是 一 个 向 量 值 积分 ， 了 (xz) 是 一 个 
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癌 量 值 函数 ， 也 称 为 4 一 值 函 数 ， 

( 2 ) f (x) 与 太 的 选取 无 关 ， 由 向 量 值 积分 定义 知 ， 任 取 A 上 
一 个 有 界线 性 泛 函 ， 作 用 在 定义 f(x) 的 等 式 两 方 ， 则 右 方 但 一 个 
C 上 的 复 函数 的 积分 ， 由 复 函 数 积 分 的 Cauchy 定 理 知 ， 者 取 慷 是 
另 一 个 环绕 c(x) 且 含 于 2 内 的 围 道 ， 则 积分 值 不 变 . 

( 3 ) 若 f () 是 多 项 式 或 有 理 函数 ， 则 了 (x)= f(x). 

(4) fx) 的 定义 域 是 4 一 {xE4ic(Cx)Cg}， 

定理 24 ” 若 A4 是 有 单元 的 Banach 代 数 ，02 是 C 中 开 集 合 ， 则 
4o= {xe4| o(x)CQ} 是 4A 中 的 开 集 合 . 

证 ”为 证 4 是 开 集 ， 只 需 证 明 任 取 xEA4A。， 必 存在 6>0， 使 
得 对 一 切 满 足 17>1 <6 的 >， 都 有 x 十 ?7EA。。 

因为 c(x) 是 紧 集 ， 故 14 充分 大 时 ，(4e 一 x) 1 存在 且 为 4 的 连 
续 顶 数 。 又 1 一 co 时 1 4e 一 x) 和 趋 于 0 ， 故 存在 MK<ce 使 得 当 
1 ON, 

| (4 e 一 2) <M。 


取 6= 广 ,车 1y71<6，cgO， 则 


ce 一 (X 十 ?) 一 (ce 一 X) 0e 一 (Ce 一 X) -17]， 


又 1(ce 一 9 <M，1y1 < 各 故 1 (ae 一 x)-'y1 之 1， 所 以 
{e 一 (ce 一 X%) !y} 可 道 ， 又 (ae 一 Xx) 可 道 ， 所 以 {ae 一 (x 十 y)} 可 道 ， 
Rag olxty),. 

以 上 推出 ， 若 a 儿 人 B88， 则 a Fo(x 十 y)。， 所 以 若 g Eo(x 十 y)， 则 
a EQN,., 故 ocx 十 ?)C 人， 即 x 十 y€ Ao。 定理 得 证 . 

我 们 看 到 ， 了 (x) 是 A 中 开 集 4s 到 4 的 一 个 映射 ， 它 是 由 C 中 开 
集合 Q 到 C 的 一 个 函数 1 (1) 所 定义 的 ， 又 1 (人 ) 是 解析 函数 ， 自 然 
可 以 研究 f (x) 的 微分 和 积分 ， 

(5) 夺取 x = 二 ae，& €4， 则 a(x)= 二 {4}CQ， 于 是 有 
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f Cae)= i | ) (A —a)-!edih =f(a)e ， 


注意 到 ceE4o<e>cE 人 0. 若 将 C 看 成 4 的 子 集 , 即 将 C 看 成 Ce， 
则 上 式 说 明 ， 了 可 以 看 成 是 了 由 We 到 4。 上 的 一 个 开 抽 。 
者 开 集 QCC。 引 入 以 下 记号 . 
H(0)={f: 0Q 一 C|f 是 解析 函数 }， 


H(Ao)= i{ 于 If EEC) 


f 一 了 就 是 HH(Q) 到 五 (4。) 的 一 个 映射 .下面 来 证 明 1 一 了 是 H(0) 
到 五 (As) 上 的 代数 同 构 。 _ 
定理 25 若 4(4) 一 4， 则 &(x)=x; 车 v(4) 一 1 , 则 v(x)= 


证 ”由 定义 可 知 结论 显然 成 立 。 

定理 26 fj 一 了 是 H(Q) 到 H (4s) 的 满 射 ， 且 为 线性 的 一 一 
的 ， 

证 由 H(As) 的 定义 ， 显 然 1 一 了 是 H(9) 到 也 (Ao) 的 满 
射 ， 又 因 了 是 由 积分 定义 的 ， 显 然 有 

(af +hg)=af +bg， a, PEC. 

为 证 明 f 一 了 是 一 一 的 ， 只 需 证 明 若 了 = 0， 则 f= 0 。 若 对 于 一 
切 xEAo 有 f(x) 二 0， 取 x 二 ge， 得 f(ae)=f(a)e 二 0 对 一 切 a€ 0 
成 立 ， 所 以 f (a) 二 0。 即 了 二 0， 

这 个 定理 说 明 H(Q) 和 (4) 作为 线性 空间 ， 它 们 是 同 构 
的 . 

定理 27 若 j, EH(Q)(n= 1，2，…)， 且 在 9 的 紧 子 集 上 记 ,一 
致 地 收敛 于 ff ， 则 


f(x)=limf,(x), (x€EAo). 


证 对 于 xE4。 对 于 一 切 f, (x) 选 取 同 一 个 力道 ， 则 有 
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和 (zx) 一 了 (= 二 | 4) IC (eda. 


由 于 上 (he 一 x)"! 上 在 夏 上 有 和 界 ， 且 f,(4 ) 在 紧 集 厂 上 一 致 收 印 于 
f(4)， 即 二 (4) 一 1(4)1 一 0 当 n 一 2， 所以. 


fx)— f(x) 1 一 >0， 当 mca 
故 lim f.(x*)= f(x*). 


定理 28 (Runge 定 理 ) 行 @ 是 C 中 开 集 ， 了 ,22 一 C 是 解析 函 
数 , 设 ACCUt{co}NQ, 且 A 在 CU {ce}\ 2 的 每 一 个 连通 分 支 中 都 
有 一 个 反 ， 则 存在 有 理 函 数 R.(4 )，Rs(4) 仅 在 4 中 有 极点 ， 且 在 
4 六 子 集 上 一 致 收 敛 于 了 ， 

符 别 地 ， 若 CU {co} 8 是 连通 的 ， 则 可 到 R,( 4 ) 为 多 项 式 ， 即 
取 4 = {co}, 

证 明 从 略 。 

定理 29 H(Ao) 是 一 个 复 值 代数 ，f 一 是 H(Q) 到 H(Ao) 
上 的 代数 同 构 ， 

证 由 定理 26 册 ， 只 需 证 明 f 一 了 保持 乘法 ， 即 若 了。、8gE 
H(Q), 则 fg=f*&. / 站 

在 1 ，8 是 有 理 浮 数 ， 则 h 二 jg 也 是 有 理 函 数 ,于 是 f (x) 二 
f(xX), 8 (Xx)=g (xX), h(x)=h(X)(XEA), 故 由 h=fg 付 h = 
了 于。 8 

对 于 一 般 情 形 ， 若 于 三 刀 g， 由 Runge 定 理 知 ,存在 着 有 理 函 数 
1.， 在 2 的 紧 子 集 上 一 致 收 伍 于 了 ， 存 在 春 有 理 函 数 g,， 在 4 的 疾 
子 集 上 一 致 收敛 于 8 。 故 f,8, 在 人 的 紧 子 集 上 一 致 收 合 于 hn， 且 f,g, 
为 有 理 函 数 。 

出 定理 23 知 


贷 We Ne ay tt 
lim f,(%*)= f(x), lim ga(%)= 8 (*), 
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limf,* g,= h(x). 


又 f ” ga™J Bns 
所 以 lim f(x)g8,(x)= h(x). 
Wp h(x)=I (x)g(x). 


这 说 明 互 (4o) 保 持 乘 法 ， 是 一 个 复 代 数 ， 定 理 得 证 ， 

注意 到 H(Q) 是 可 交换 的 ， 帮 H(A) 也 是 可 交换 的 。 

定理 50 设 xEA。，fEH(Q)， 则 

( 1) f(x) 可 逆 当 且 仅 当 f(o(x)) 不 包含 0 点， 即 1( 4 ) = 0 ， 
Yi€o(x), 

( 2 )o( f (x))= 1(o(x)) ( 称 为 谱 映射 定理 ). | 

证 (1 )o(x) 是 紧 集 ，j 在 紧 集 oc(x) 上 不 为 零 ， 故 f 在 包含 
cfx) 的 开 集 BICQ 上 也 不 为 零 ， 所 以 在 开 集 91 上 ， 地 是 解析 的 . 
由 定理 25 知 : 


了 (xz) F(x)=f F(x)=1(x)=e, 


所 以 f(x) 是 可 逆 的 ， 
反之 ， 奉 有 a Eo(x) 使 1(Q) 二 0， 则 存在 g EH(Q) 使 得 1(4)= 
(4 一 cjg(4)， 于 是 
f (x)=(x—ae) 8 (x). 
因为 (x 一 ge) 不 可 道 ， 所 以 (x ) 不 可 地 ， 故 若 了 (x ) 可 着 ， 必 有 
fo(x)) 力 0， | 


(2) aeo( 了 (xx)<> 了 (x ) 一 ce 不 可 道 乞 福 存 在 1 E 
xx) 使 (4) 一 =0， 即 存在 wa E.oco(x) 使 1(4)=a<> 
a € (0o(x))， 定理 得 证 ， : 
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定理 31 设 xE4。，1EHCO)，9I: 是 包含 1(c(x)) 的 开 集 ,，gE 
H(O 14). 又 h() 二 g(f()) 为 由 0Q。 到 C 的 映射 ,其 中 Qo= {4€Q1f() 
EQ1)。 则 了 (x) Eho1 旦 有 h (x)== 8 (了 (x))， 即 车 二 gof， 则 
R= of. 

证 首先 指出 h(x) 是 有 意义 的 ， 因 为 o( 了 了 (x))=f (c(x) )， 
而 f(o(x))C91, 又 s EH(Q1)， 故 8 (了 (x)) 有 意义 ， 
在 Qi 中 国定 一 条 环 绕 c( f(x)) 的 围 道 厂 ,， 于 是 有 


BCI(*)= -二 一- ela) (hie— (x) -dh , 
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在 人 中 到 充 分 小 的 开 集 W， 使 cx)CwWC4e 且 fw) 仍 落 在 六 


以 内 ， 即 Indr;(1(4))= 1 对 一 切 14Ew 成 立 。， 在 w 中 取 定 一 条 环绕 
o(x) 的 园 道 厂 ,。 在 w 中 车 41€ 厂 ,， 则 k( 和 )= 了 一 了 [是 解析 
的 ， 即 1/(41 一 1(1)) EH(Ww). 故 / 


k(x )= -一 | k(1)(Ae—x)-!d4., 


又 。 《从 (4 一 1())= 1， 所 以 
K(x) (Aie— f (x))=e,. 
故 kK (x)=( hie— fx), 


以 (CFCx) = eh) (ie 一 (031d2， 


1 1 
ni | 27i | - gCh) Ch 
—f(4)) di(Ae—x) da 


-二 | s0(4)) (4 ex) dh 


Al 
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-1 一 一 上 
ET 人 h(A)(Ae—x)-!'dA 


= h(x). 定理 得 证 ， 
$ 3.10 Stone-Weierstrass 定 理 


在 实 水 数 中 ， 著 名 的 Weierstrass 定 理 指出 ， 区 间 (0,1) 上 的 
连续 函数 可 以 用 多 项 式 一 致 地 逼近。 即 对 于 fjEC((0,1])， 任 给 s> 
0 ， 存 在 多 项 式 P(x)， 使 得 11 一 PP -<e. 

Stone 利用 连续 函数 的 乘法 结构 ， 将 Weierstrass 定 理 推广 
到 更 一 般 的 情形 , 

定理 32 ” 设 X 是 紧 空 间 ，Ca(X) 是 X 上 所 有 实 值 连 续 函 数 构 成 
的 空间 ，B 是 Cr(X) 上 的 子 代数 ， 满 足 

(1 )B 可 分 离 点 ， 即 指 任 给 x,>EX，x%?y7， 则 存在 gE3 使 得 
g{xX)¥g(y). 

( 2 ) B 不 在 任何 后 x EX 消失 为 0。 这 是 说 任 给 xXEX， 存 在 
gSB 合 g(x) 业 0， / 

则 C1B 二 Ca(X)。 其 中 C18 天 示 B 的 闭 包 B。 

证 证明 分 以 下 儿 个 步 又 . 

1) ”首先 证 明 任 给 Xx，y EX，c1:，cs ER， 必 存在 f(t )EB 使 
得 f(x)=c1, f(y)=c,. 

由 B 所 满足 的 条 件 ( 1 )、( 2 ) 知 ， 存 在 g(t )、h(#)、Kk( zt 
EB， 使 得 g(x) 闫 g(y)，h(X) 史 0，k(y) 史 0。 令 

u(t)=(8(t) s(x) k(t). 
因为 B 是 子 代数 ， 放 u(t) EB。 再 令 
v(t)= (g(t) —g(y)) h(t), 
则 pv( 1 ) EB。 容 易 看 出 
u(x)=0, u(y)E0, DCx) 关 0， vly)=0, 
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v(t) u(t) 
(一 ci 一 U(X ) 二 cs u(y ) » 


则 (zt ) 即 为 所 求 ， 

2) ”再 证 明 Weierstrass 定 理 的 一 个 特例 , 

引 理 2 若 一 1 二 x 志 1， 则 存在 不 含 常数 项 的 多 项 式 P,(x)， 
使 得 当 n 一 ce 时 ， | P.(x) 一 |x| 1。 0. 


证 令 P(x)=0,，Poyi(X)=P,(x)+ 5) 
n=0, 1, 2, **， 
于 是 
jx] — Poss Cx)=( dy P20)) (1— ,8) 
用 数学 归纳 法 容易 证 明 


0 <P (x) EP XS EP(X) 入 … 委 |x | 
事实 上 显然 Po(x) 志 P(x) 所 | x|. 假 设 P,(X) 志 | X : 则 由 
P+1(X) 的 定义 知 : 
Pui (x)—P(x) = Pe) > 0 . 


另外 由 ( 8 ) 式 知 | x 1 一 Pr1(x) 之 0。 于 是 得 
~ P,(x)<P,:1(x)< lxl. 
再 用 数学 归纳 法 证 明 : 
x ~—P,(x)< lx (1— 到 ) < 一 和 (9) 


显然 | x | 一 Po(x) = 二 |x| ， 即 4= 0 时 上 式 成 立 、 大 


A Pp,(x) < (1 -ey 
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成 立 ， 由 (8 ) 式 得 


SE (1 人 (1 _ -时 十 PaC) ) 


< 


再 求 函数 |x| ( 1 一 一 和 一 ) 的 极 值得 


(< 


由 ( 9 ) 式 知 ， 当 n 一 吕 有 


| P(x)— bi | wo< 一 一 > 0， 


3) 证 明芳 fECIB8， 则 11 ECIB. 

不 妨 设 外 1 。 委 1。 由 2) 知 ， 任 给 e > 0 ， 存 在 正 整数 N， 当 
n>N 时 ， 不 等 式 P.,of 一 | 1 上 |。 之 成立， 又 P, 不 含情 数 项 ， 8B 
是 子 代 数 ， 故 C1B 是 子 代数 , EC13, 所 以 了 的 多 项 式 P,of EC1B. 
由 此 知 | 了 1jECICCILB) 一 CIB | 

车 。> 1， 考 谨 8 一 开关 则 上 g1 = 1. 由 gECI1B 得 


得 | f 1 € CiB, 
4) ”最 后 证 明定 理 , 


任 给 a。，b € 尺 显然 max(a, b)=-0 ?te 


min (a, b) = ea 


。 故 大 f，g € C1B， 则 


7 十 g 十 |} 一 8 
2 


max(f,8)= ECLB, 
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min(f ,8) = EC1B. 
即 C1B 按 实数 的 序 作成 一 个 格 . 

给 定 FECa(X)， 任 给 。 盖 0 ， 取 定 一 个 xEX， 任 取 yEX， 由 
于 f(x)、f(y) ER， 利 用 1 中 结论 知 ， 存 在 一 个 gy(t) EC1B， 使 得 
gs(X)=f(x), gy(y)=f(y). 

又 gy 一 了 是 连续 函数 ， 且 (gy 一 1)(y) 一 0。 故 存在 包含 y 的 开 
集 U,， 使 得 在 Uy; 上 有 gy>>f 一 e。 对 于 每 个 yEX， 可 以 得 到 具有 以 上 
性 质 的 开 集 Uy 3y。 放 雪 y} 形成 X 的 一 个 开发 广 . 又 X 是 紧 集 ， 所 以 
存在 yy1,， ys， *…，y, EX, 使 得 

Uy UU, U… UD,=X. 

令 =-max {gy1“，gys}， 则 hEC1B。 显然 在 zx 所 hx) 一 
f(x)， 且 ,>f 一 2 在 X 上 恒 成 立 。 这 是 因为 任 取 tEX， 则 有 茶 个 
i ， 使 :EUy,,， 所 以 gy;(t)>1(t) 一 Ee 。 故 h(t ) 之 gy:(t)> 
1(t)—e. 

再 变动 xEX，。 由 于 h, 一 了 是 连续 函数 ， 且 (h, 一 了)(*x)==0， 
故 存在 一 个 开 集 V ,包含 x*， 使 得 在 V, 上 ，h, 过 f 十 e 成 立 、，{ 东 小 形成 
X 的 一 个 开 改 盖 ， 故 存在 X;,，Xx，。，…，XamaE 闵 使 得 

Url UU rz， U…UU 7,=X. 

今 k=min{hzri,hr,, ,hra}, 则 KECIB. 且 k 之 J 十 e。 广 
由 于 每 个 hz 满足 hz ,之 了 一 2 ， 所 以 k> f 一 。， 由 此 得 到 

| f ~—k|。<e. 
所 以 了 ECI(C18) 二 C1B， 故 得 
Ca(X)=C18, 

定理 33 (Stone~Weierstrass 定 理 )， 设 X 是 紧 空 间 , C(X) 
是 和 上 .连续 函数 空间 ， 了 3 是 C(X) 的 一 个 子 代 数 ,满足 

(17) 了 3 可 分 离 瓜 。 

( 2 ) 如 不 在 任何 点 消失 为 零 . 

(3)3B 是 自 共 斩 的 ， 即 若 fE B， 则 f EB。 


“26 。 


f 十 g 十 |f—gl 
2 


WWCLB=C(X). 
证 任 取 jE€B8， 由 f=w+ iv 知 


ww 2 EB, Uv pF EB, 


&、2 为 实 值 连续 函数 ， 现 在 证 明 &、z 的 集合 构成 Cg(X) 的 子 代数 ， 
且 满 足 条 件 (1) 和 (2 

”由 于 了 3 满足 条 件 (1 )， 故 任 给 x，y EX， 存 在 1 €B 使 得 f( x ) 
二 1 ， 了 (yy) 二 0， 即 w(x)= 1，w(y) 二 0， 这 就 是 说 集合 {ww= 
”Ref，f1€8} 中 存在 着 使 w(x) 呈 w(y)， 妈 分 离 点 ， 

B 满 足 条 件 (2)， 任 给 xEX， 存 在 fEB 使 jx) 关 0。 我 们 可 
适当 选取 cEC 使 cf1(X) 记 0。 又 cj 一 1 十 ip， 故 w1(x) 二 af (xX) 类 
0 

以 上 证 明了 集合 {uw lw 二 Ref，f€ 8B} 作成 Ca(X) 的 一 个 子 代数 汪 
足 条 件 ( 1 )、( 2 )， 由 定理 32 知 

Cicaiz) {u lu=Ref, EB}=Cs(X). 
同 理 有 
Clcgtr){v lvo=Imf, 1€B}=Ca(X). 
所 以 C1B=C(X). 证 毕 。 
例 X 一 7 了 是 暴 集 ， 考 虑 连续 函数 空间 CC7 )， 


令 B={ > Ce ER, K 一 0，1，2，… } 


B 是 一 个 子 代数 ， 但 显然 C1LBC(T)， 这 是 因为 B 不 满足 定理 33 中 
的 条 件 ( 3 ). 若 取 


s ~{ S cuem oeR, k =0, 1, 2, …}, 
则 B 是 满足 定理 3 中 条 件 ( 1). (2 )、(3) 的 子 代数 , 故 C1B 二 C(T)， 
很 明显 ， 实 阔 数 的 Weierstrass 定 理 是 stone 一 Weierstrfass 定 


理 的 一 个 特殊 情形 ， 因 为 所 有 多 项 式 的 集合 ， 自 然 是 Cs(X) 的 一 个 
子 代 数 且 满足 定理 33 中 的 条 件 ( 1)、 (2). 
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第 四 章 ”Hilbert 空 间 与 B* 一 代数 


在 赋 范 线性 空间 中 ， 范 数 相当 于 向 量 的 模 ， 关 再 引入 内 积 概 
念 一 相当 于 向 量 的 夹 角 概 念 ， 则 可 以 研究 向 量 的 正 交 和 投影 概念 ， 
引入 了 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 ,完备 的 内 积 空 间 称 为 Hilbert 
空间 。 本 草 讨 论 Hilbert 空 间 及 其 上 的 线性 算 子 ， 由 此 引出 对 合 概 
念 。 具有 对 合 的 Banach 代 数 ，B"- 代 数 有 着 许多 重要 特性 。 例 如 它 
的 谱 理 论 ，Gelfand 理 论 , 本 半 讨 论 了 它们 的 重要 性 质 ， 证 明了 8B”- 
代数 就 是 某 个 Hifbert 空 间 上 有 界线 性 算 子 的 闭 。- 子 代数 . 


§ 4.1 Hilbert 空间 的 定义 和 性 质 


定义 1 阁 互 是 复数 域 C 上 的 线性 空间 ， 如 果 对 于 五 中 的 任 
何 两 个 向 量 x,y ,都 对 应 一 个 数 (* ,7》) EC, 也 就 是 映射 Hx H 一 C， 
满足 

(1)(x, y)=(y, x), Yx, yEH, 

(2)(x+y, 2)=(x, 2)+(y, 2), Yx, y, 2 EH, 

(3)(ax, y)=a(x, y), aEC, x, yEH, 

(4)(x, x)>0, YXxEH, 

(5)(x, Xx)= 0， 则 x= 0,， 

则 称 (x，3) 为 了 中 的 内 积 ， 若 只 满足 (1 ) 一 《4)， 则 称 (x，》) 为 
半 内 积 ， 
出 以 上 定义 容易 得 出 ， 


(x, ay)= a, x) =ay, Ka(x, y). 
(x, y+z)=(y+z, x) =(y, x)+(z, x)=(x,y)+ (x,z). 
. 12383。 


(0, y)=0, Y¥yE€EH. 
由 
(x+y, z)=(x, 72)+(y, z), 
(Co, 2) 一 CCX， 2) 
说 明 映 射 x 一 (x，2z) 是 线性 的 ， 而 由 
: ( y+2)=(x, y)+(x, z), 


(x, ay)= a (x, y) 
和 类 上 映射 ? 一 (x， 幼 是 共 斩 线 性 的 。 
当 线 性 空间 五 上 定义 了 内 积 ， 则 称 互 为 内 积 空 间 ， 和 者 用 内 积 定 
义 范 数 
| x =(x，x)， ( 1) 
则 五 又 是 一 个 赋 范 线性 空间 。 自 然 要 证 明 由 (1 ) 式 定义 的 上 xj 确 
下 注 候 沪 数 的 笨 作 ， 为 此 先 证 明 一 个 不 等 式 | 
(x, YW) Sx, x}(y, »), (2) 
称 为 Schwarz 不 等 式 。 事 实 上 ， 对 于 任何 数 4 有 


0<(x+Ay,xtAy)=(x,x)+ACy, x) + A(x,y)+ IA :(y,y) 
=(x,x)+2ReACx, y)+ | *(y, y) 


当 y=0， 显 然 ( 2 ) 式 成 立 ， 故 不 妨 设 yx0 取 4 一 一 <》 得 
,x,y lx, 
(x,x)—2 (2 ,7y) 1 (y,Y)? (yy 2 全 0 


即 得 ( 2 ) 式 ， 
现 只 验证 ( 1 ) 式 满足 范 数 的 三 角 不 等 式 ， 因 范 数 的 其 它 爱 求 可 
以 由 内 积 的 性 质 直接 得 出 . 
x+yh:=(Cxty,x+y)= fx :+2Re(x,y)+ yl:. 
由 Schwarz 不 等 式 
lIRe(x, yl(x, yxl .yh, 
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代入 上 式 得 
xz 十 yx 十 2 人 xl 十 和 7 
一 (1x1 士 上 让 7)2， 
所 以 上 xd 十 ?1x1 十 >， 

以 下 我 们 总 是 在 内 积 空间 互 中 引入 由 (1 ) 式 定义 的 范 数 ， 使 五 
成 为 一 个 赋 范 线性 空间 ， 也 就 是 距离 空间 ， 于 是 可 以 按 此 范 数 讨论 
如 中 的 极限 、 收 合 等 概念 

定义 2 ”完备 的 内 积 空间 称 为 Hilbert 空 间 。 

定理 1 Hilbert 空间 互 中 的 任何 两 个 元 素 x ，? 必 满 足 平行 
四 边 形 公式 

ixtyl ?+t ix—yl ?=2C]xll?+ ly 1 ?), (3) 

证 | x 十 yl ?= (x 十 y ,Xx 十》)== x 上 ?十 2Re(x,>) 十 中 >> 

lx—yl ?= (x 一 yxX 一 7) 一 |x ?一 2Re(x ,2 十 用 > 1 >, 
二 式 相 加 即 得 所 证 。 

这 个 定理 表明 ， 一 个 Hilbert 空 间作 为 Banach 空 间 ， 它 的 范 数 
满足 平行 四 边 形 公式 。 反 之 ， 并 不 是 任何 Banach 空 间 都 能 引入 内 
积 使 之 成 为 Hilbert 空 间 。 有 以 下 定理 。 

定理 2 若 Banach 空 间 B 中 的 任何 两 个 元 素 满足 平行 四 边 形 公 
式 ( 3 )， 则 必 可 在 8B 中 定义 内 积 ， 使 B 成 为 Hilbert 空 间 ， 

证 在 Banach 空 间 B 中 ， 对 x,，yEB, 令 

(x, = Cxty):— lx—yl:tilxtiy I? 

一 ;外 x—iy 1?), (4) 
可 以 验证 这 样 定义 的 (x，y ) 满足 内 积 的 五 个 条 件 (读者 自 证 ) . 
由 这 个 内 积 定义 范 数 攻 x 攻 三 (x，x) 3 .显然 有 下 x 由 三 四 xx 外 、 半 由 
内 积 引 出 的 范 数 就 是 原来 的 范 数 。 

所 以 B 是 一 个 Hilbert 空 间 ， (4 ) 称 为 极 化 公式 . 

利用 定理 1 和 定理 2 又 可 以 给 出 Hilbert 空 间 的 另 一 种 定义 。 

定义 5 若 刀 是 Banach 空 间 且 满足 平行 四 边 形 定律 

x+yl ?+ x—yll*:=2|xl ?+2| yl vx,yEH 
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则 称 H 是 Hilbert 空 间 ， 
例 1 n 维 复 空间 C : X = (Xl, NX2, 1) %,), 定义 内 积 
(x,9)= Dx YEC' 


Isl,; 


容易 验证 ( x，>) 满 足 内 积 的 条 件 ， 故 C "为 一 个 内 积 空 间 ) 且 显然 
是 完备 的 。 因 此 C' 是 一 个 Hilbert 空 间 ， 
例 2 在 L*(X，H) 空 间 中 ， 定 义 内 积 


(8)=| f(x)00Gdx, 1 gEL:(x, 4). 


那 打 ，L*(XX，H) 是 一 个 Hilbert 空 间 ， 
例 1 实际 上 是 例 2 的 特殊 情形 ， 取 
X={1, 2, ., 1n}, 
且 取 4 为 计数 测度 ， 则 


| yan= j(D 十 (2) 士 … 十 jn 
于 是 
LO={xc| 立 Oils<c } 


“zie13 
(8)=) f(x)80)dx = D100) 30). 
f=1 
例 5 在 C( (0，1) ) 中 定义 内 积 
(, 8)=| TCDDd 


则 C(C0，1)) 蚌 一 个 内 积 空间 ,但 不 是 Hilbert 空 间 。 因 为 C((0,1)) 
不 完备 ， 它 在 L: 中 稠密 。 

定理 3 设 刀 是 Hilbert 空 间 ，C 是 瑟 中 的 非 空 闭 凸 集 ， 则 存 
在 唯一 的 x。 €C, 使 得 . 
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上 xn I 过目 xi 
对 一 切 xEC 成 立 。 
证 令 6=inf{ 上 上 xj lx€EC}, 则 存在 {x,} EC 使 得 上 x, | 一 6， 
下 面 证 明 {x,} 是 互 中 的 Cauchy 序 列 ， 
”在 平行 四 边 形 公式 
hx 二 > 十 二 x 一 yl :一 21x|12 士 2 上 7y|: 


中 取 x 二 x,，y 二 xa， 由 于 C 是 闭 凸 集 ， 故 < EC。 


于 是 x, 十 xs 中 ?这 46?,- 

2 xi: 十 21 ?> 由 2 一 2 2 外 2 十 21 xm 40 
所 以 | x. 一 xm 一 0 . 
即 {x,} 是 Cauchy 序 列 ， 由 于 C 是 闭 集 ， 所 以 存在 *。 EC， 使 得 Xx, 一 
XxX。 族 

: | x。| 委 4. 

再 证 明 x。 的 唯一 性 ， 从 上 面 的 证 明 看 到 ， 只 要 x, 的 范 数 满足 
>x ,| 一 6， 则 {x, 必 是 Cauchy 序 列 ， 

车 yoEC， 且 1 yo 站 =6， 则 {x。，yo,x。 ，》7o 必 是 Cauchy 
序列 ， 从 而 必 收 但， 所 以 xo= 一 yo。 证 竺 。 

这 个 定理 说 明 ，Hilbert 空 间 的 非 空闲 同 集 C 中 ,有 了 唯一 点 x。 ， 
它 到 原点 的 距离 最 近 ， 


$4.2 Hilbert 空间 的 直 交 分 解 


定义 4 设 五 是 内 积 空 间 ，x，yEH， 若 (x，y)= 0 ， 则 称 x 
与 了 直 交 ， 记 作 x 上 >? 。 

记 x+ 二 {yEH xlLy}， 则 x+ 是 HH 的 闭 线 竹子 空间 ， 
”事实 上 ， 着 yy，zE€xt， 即 (y,，x) 二 0，(z,，x) 二 0， 则 立即 
可 得 (y 十 z，x) 二 0。 所 以 y 十 z€Ex+， 又 由 yEx! 得 (ay, x ) = 
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al(?，x ) 二 0， 故 xyEx+， 这 说 明 x :+ 是 一 个 线性 子 空间 .又 者 
y: Ex! 且 y, 一 》， 那 末 由 内 积 的 连续 性 ， 得 
(9,X%)=lim(y,,X)= 0, 
所 以 >Ex+。 因 此 x+ 是 刀 的 闭 线性 子 空间 
若 M 是 内 积 空间 五 的 子 集 ， 记 


二 > { xs 
2 MM 

Nl yEMi'<>y1x, VYxEM. 

由 于 x:! 是 五 的 闭 线性 子 空间 ，M! 是 这 些 闭 子 空间 的 交 ， 故 
M+ 仍 为 闭 子 空间 。 即 有 以 下 定理 . 

定理 4 设 H 是 内 积 空间 ，MCH， 那 么 M+ 是 H 的 闲 线 性 子 空 
间 ， : 
下 面 证 明 Hilbert 空 间 的 直 交 分 解 定理 , 
定理 5 设 M 是 Hilbert 空 间 五 的 闭 子 空间 ， 则 五 的 任 一 元 素 
可 以 唯一 地 表示 为 


X 一 PX 十 C@X， 
其 中 PxEM, Q@xEM:, 且 上 Oxi 上 y+xl, YyEM. 
证 今 6=inf{ jy 二 xj jy€M)}, 


由 题 设 M 是 互 的 闭 子 空间 , 故 M 是 非 空 闭 凸 集 ,所 以 x 十 M= {x 十 
yc Mi 也 是 非 空 闭 凹 集 ， 由 定理 3 知 ， 存 在 唯一 的 x。€x 十 M，, 使 得 
xo 中 二 6. 令 
yo % — Xo, 

则 yo。€E M， 即 x = 二 xo 二 yo， 

下 面 证 明 x。E M+:， 任 取 yE M，Y》 交 0， 不 妨 设 1 y=1， 
因为 / 

Xo+ayEx+M, YaEC. 
根据 定理 3 有 

6= x, | 委 |x。 十 cy |， 


133 


又 对 一 切 g EC， 有 
Hx。tay | ?=(x, -+ay, x,+ay)= | x,1 :+a(y, x,) 
+al(x,, y)+ lal :|y1 :> |x,|’, 
则 有 a(y, x)+a (Cx,y)+ lal :yl :>0, YaEC. 
取 a4 = 一 (x。， y), 代入 上 式 得 
一 | (x。， y)| 一 |(x。， y)| “十 [(%,, y)| :之 0， 


即 — [|(x。,，y)| 2 之 0 

所 以 (xXx, »)= 0., 

由 于 3》 是 M 的 任 一 元 素 ， 所 以 x。€ M!， 至 此 证 明了 
X = Px OQx, 


其 中 Px€EM, QxE€M', 且 上 xl<ly+txl, YyEM, 
还 需 证 明 以 上 表示 式 的 唯一 性 ， 为 此 ， 首 先 证 明 


MNM:={0}. | 
事实 上 ， 若 zEMIM:， 则 zEM，>zEML, 故 (z， zx) 二 0， 所 以 
2Z 一 0， 
若 xX 二 Px 十 Qx， 且 x = 二 wi 十 w。， 其 中 w, EM, w, EML 
风 : Px—W= WwW;— OX, 


由 于 Px 一 w, EM，W: 一 OxEML， 故 必 有 
Px—wi=0, Ww—Ox= 0 

即 wi 二 Px，w, 一 Qx。， 这 就 证 明了 上 述 直 交 分 解 是 唯一 的 ， 定 理 得 
证 . 

这 个 定理 说 明 ， 对 于 Hilbert 空 间 H， 若 M 为 其 闭 子 空间 ， 则 
H 可 写成 M 与 M+! 的 直 和 ， 

H= MOM:, 

称 M-: 为 M 的 正 交 补 空间 . 

显然 ， 若 M 寺 刀 ， 则 由 媚 =M@ML 知 ，Miw 10}， 另 外， 车 
M 是 昌 的 闭 子 空间 ， 则 (M:)!:=M. 

事实 上 ，(M*)' 表 示 所 有 与 M' 直 交 的 向 量 ， 故 MC(M:)+。 另 
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一 方面 


MOM:= H=M:@(M:):, 
所 以 (M:):=M, 


自然 还 可 以 研究 算 子 ， 
Pp. HM,. 
X —Px, 


称 P 为 H 射影 于 闭 子 空间 M 的 射影 算 子 ， 则 显然 有 以 下 性 质 . 
(1)P 是 线性 算 子 ， 


( 2 )P 是 舌 等 算 子 ，P’:= PP， 
同 理 可 考 虚 算 子 @， 也 具有 同样 的 性质. 


$3 4.3 日 ijbert 空 间 的 同 构 


为 研究 Hilbert 空 间 的 同 构 性 ， 先 引入 标准 正 交 系 的 概念 ， 它 
丸 数 学 分 析 中 正 交 函数 系 概念 的 推广 


定义 5 设 H 是 Hilbert 空 间 ， 着 {1，Us，…:， 化 } CH 满足 


1, i1=7, 
(us, w)=6u=!{ 
0，i 咏 /， : 
则 称 {& ，&s ，…， xj 为 吾 中 的 一 个 标准 正 交 集合 。 
车 {ti ，UWt，…， 尼 } 是 HH 中 的 标准 正 交集 合 ,，xEH 且 x = 


> ajus， 则 容易 得 出 a;= (x，uj)， 于 是 有 


let 


xX 一 > (XxX, Wi) us. 


j=1 


且 xl := >, lx, uw)l*. ( 5 ) 


j=t 


特别 地 ，{ui，us，…，U} 必 是 线性 无 关 的 。， 事 实 上 ， 首 
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> ol 一 0， 则 由 ( 5) 式 ， 令 x=0 得 


外 一 站 
才 
0 = > |(x, wi)| ? == >, aj*,，. 
Fel j=1. 


所 以 qj 二 0， 网 2，…，K。 即 {u，x，…，zBi} 线 性 无 关 ， 
大 {i UtjCH 且 为 线性 无 天 的 ， 考 虑 由 {1!， ws， 
“ ) 张 记 的 空间 记 作 M= (wi，w:,，…， wi】])， 即 


wm-{ aju; 名 02，…，Q,E c}. 


1=1 


任 给 xE€H， 研 究 x 到 子 空间 M 的 上 距离. 可 以 证 明 M 是 五 的 财 子 空 s 间 
( 读者 目 证 ). 


由 定理 3 知 ， 存 在 x。E€ M， 使 得 


ss . 
xo =inf( 1 *— Dal lo, + or€ Cc)=8 
=1 | 


现在 来 确定 Xx,， x,€M, 战 xX。 可 瑟 成 x。 二 > cjwj;, 叉 由 Hilbert 空 


fam 1 
则 的 直 交 分 解 定 理 知 x 一 x。 EM:， 所 以 : 
(Xx—x,, WW)=0, i=1, 2, 2, k. 


即 (%。， wi)= (x, nm) i 二 1，2，*…，k。 将 x。= > cjui 代 
入 ， 得 方程 组 六 


> (uy, Ui) Cj; = (xX, Wi), | 


j=1 
由 此 可 确定 c;， 从 而 得 x。， 且 由 x 一 x, E M+， 得 


= lx- Xxo “一 (X 一 Xo，X 一 Xo) 一 | x〗 2 一 (x，xo) 


人 
=| x 一 > Cj(X, Wi), 
i=1} 
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特别 地 ， 若 {u1，us，…，uws} 是 H 的 标准 正 交 集合 ， 则 得 


Ci= (XxX, Wi), 


且 6 一 1x1 :~ >, (X,ui) (x, ui) 


j=1 


= xl’— SY lx, ws. (6) 
j=1 : 


一 般 地 ， 考 虑 互 中 无 穷 标 准 正 交 集合 {u.l|cEA4A}， 这 是 指 
(wus,，uUg ) 一 8op，c，8E4. 另外 ， 我 们 说 无 穷 集 合 {k, |cEc4} 
是 线性 无 关 的 ， 是 指 集合 中 任意 有 限 个 元 素 都 是 线性 无 天 的 . 

若 {us| cE4} 是 Hilbert 空 间 吾 中 的 一 组 标准 正 交集 合 ， 则 由 
上 面 的 讨论 知 ， 对 于 A 中 任 一 有 限 子 集 F， 利 用 (6 ) 式 得 


| x1 ?> >, lx, ue))*, ¥xEH, (7) 


a aeF 


下 面 给 出 无 限 和 之 的 意义 。 


oatAd 


定义 6 车 p 是 A 一 (0，oo) 的 函数 ， 则 定义 之 Ca) 如 下 
之 "(osupl 之 Pla) | F 是 A 的 有 限 子 集 } 


由 以 上 定义 看 出 ， 若 Pp 在 某 个 点 a 为 无 穷 大 ， 则 之 ?Ca) 一 室 


是 无 穷 的 者 了 p(a) 是 有 限 的 ， 则 最 多 只 能 有 可 数 个 a 使 


2(c) 0， 
按 以 上 无 穷 和 的 定义 ， 由 不 等 式 (7 ) 得 


Sx os<1x1:. 8) 
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称 ( 8 ) 式 为 Bessel 不 等 式 ， 记 x (a)=(x，us)，x (a) 称 为 x 关于 
标准 正 交 集合 {us lcEA4} 的 Fourier 系 数 。Bessel 不 等 式 写 成 


六 Ix Co :SLxl:. (8’) 


若 在 4 中 引入 计数 测度 4， 则 A 中 的 每 个 子 集合 都 可 测 ， 且 任 
意 的 9: 4 一 (0 ，c)] 都 是 可 测 函数 ， 于 是 


>, r(a)=| pdu. 


本 所 


事实 上 9 之 0 可 测 ， 则 有 简单 函数 $5,<P， 且 limS,=9. 又 


S ==Q1X41 二 qsX42 十 * "十 QL.XAL， 
其 中 4 ，As，…,A, 互 不 相交 ，X4 为 AJ 上 的 特征 函数 ， 


由 于 “| S.dh=aih(A1)+arA(As) + ta hs), 


且 | war=lim| sd 
故 有 | vdL= > 9(a)， 
此 时 (8 ) 式 可 写成 


| lx Calrar< txl, 


即 Bessel 不 等 式 表明 ， 对 任何 XEH ， x 是 指标 集 人 到 复数 域 C 上 的 
函数 

xX，A-C， 即 a 一 x (a)=(x, us), 
x 是 属于 L*(A， HA) 的 . 又 KL 是 A 上 的 计数 测度 ， L: (4, 4)= 
IAA), 即 Hilbert 空 间 的 元 素 x ,其 Fourier 系 数 x 是 1* 中 的 元 素 
这 样 得 到 一 个 映射 ，H 一 1:(A)。 即 x 一 x。 显然 玉 是 线性 的 ， 
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F(x+y)=(x+y)(a) =(x+y, us) 


=(X, Ws)+ (y, us )=* (a)t Ye) 
=P(x)T+F(y), 


F(x)= ix(a)= (x, ws) =ACx, us) =AX (a)=AF(x) 
而 且 F 是 有 界 的 Fl 寺 1( Bessel 不 等 式 )，。 

定理 6 (Riesz-~Fischer 定 理 ) 设 妃 是 Hilbert 空 间 ， {u。 | 
xEA4} 是 互 中 一 组 标准 正 交 系 ， 则 对 于 任意 一 个 1*(4) 中 的 函数 9， 
都 存在 著 H 中 的 一 个 元 素 x ， 使 得 x 关于 {uo} 的 Fourier 系 数 X 等 
于 9 Xx=9. 换言之 ， 映 射 ， x 一 x 是 有 HH 到 1*(A) 上 的 上 映射. 


证 令 A,={aE4| Ip(a) > 二 } n=1, 2, »**, 出 
AiCACCAC. 


由 于 > ,19(a) J*<co， 每 个 4,(n=1，2，…,) 都 是 有 限 的 . 


令 XxX, 二 > (aas, R=1l, 2, 


证 首 才 多 


考虑 xy, 的 Fourier 系 数 : 


八 Pl(a), 当 a € A,, 
xs(a) = (xuuo) = 


0 ， 当 aa ¢ A,. 


所 以 x(a)=9(a)Xa 
其 中 4 为 4, 的 特征 函数 ， 且 


9 := PX,—9 :< ol’, 
又 对 一 切 c， 当 #-*ce 时 ， 有 x,(a) 一 2(z)。 由 控制 收敛 定理 得 
lim|x.—91 :=0,， z 
所 以 {多 } 是 12(4) 中 的 Cauchy 列 ， 因 为 4, 是 有 限 的 ， 
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x,= >》 0(c)u。 是 有 限 多 个 4。 的 线性 组 合 ， 所 以 由 (5) 式 知 


全 和 .站 


|x. | ?~ 之 [xs wa)l*, 


故 x 一 x 二 上 全 一 全 上 sa. 
这 表明 {x,} 是 HH 中 的 Cauchy 列 ， 又 H 是 完备 的 ， 所 以 存在 xEH ， 
使 mx,= x， 
所 以 对 于 一 切 aE A 有 z 
x (a) =(%, Ua)=(limxs, ua)=lim(x,, ue) = lim x,(a) 
=9(a). 
定理 证 毕 ， 

以 上 讨论 说 明 中 是 到 1 (4) 上 的 有 界线 性 映射 ， 且 x* 有声 
xl ,者 等 式 ] x 上 二 上 x 成立， 则 可 以 将 与 1:(4) 等 同 起 
来 。 不 等 式 上 x | 之 xj 成立 说 明 标 准 正 交集 合 {us。 la€ 4A} 还 不 
够 大 . 

下 面 的 定理 证 实 了 这 个 事实 ， 

定理 7 设 H 是 Hilbert 空 间 ， 以 下 四 个 命题 是 等 价 的 ， 

(1 ){z lcE4} 是 互 的 极 大 标准 正 交 集合 ， 即 不 存在 不 等 于 殖 
的 标准 正 交 集合 可 以 包含 它 。 此 时 称 {u。 la € A} 是 完备 的 . 

( 2 ){ws la € 4} 在 H 中 是 稠密 的 . 


(3) lxl := >, xta)l ,YYxEH. 


(4) (x,y)= > x(a)y(a), Yx,yEH.(parseval 等 式 ) 


ged 
证 (1) 一 >(2). 
用 反 证 法 ,者 {w。| a€ 4} 的 闭 包 记 为 M, 且 M#H, 则 M' * 0. 
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即 存在 & 头 0 ,EM+， 于 是 {u。 za€E A}U {ET 站 仍 是 一 个 标准 正 
交集 合 , 显 然 它 包含 了 {us] a€ A} 此 与 (1 ) 笠 关 放 M= H, 1 (2) 得 证 ， 
(2)—>(3). 
任 给 XE 日 ， 由 于 {uol a€ 4} 在 H 中 稠密 ， 故 任 给 e 之 0， 存 在 
Uo， Ue， ，Uas 及 c1，c:，…，CiE€C 使 得 


天 
| x 一 ciu,, | <e. 
j=l 
k 


若 记 Mi={ > cwi lc1，cs，…，ci EC 则 x 到 子 空间 
Mi; 的 距离 ， 即 1x 一 > cjus ,上 的 下 确 界 在 点 x。= > (xX, Ue uo 


j=1 1 mi 


站 


处 达到 ， 即 


光一 > (%, Ua ue, | 一 5 一 > xCas)ue, | 


委 ‖ > 一 > ciuo, | <8， 
所 以 lx| —e< | > Xai) us, 
(1x1-0:<(5 Kayes, a 
-3 en)'< < 之 Co) lxl 和， 
由 此 得 1x1s<1xl1，， 


又 由 Bessel 不 等 式 知 x 1 :入 1x| ， 所 以 
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1x12=1x18= 六 Txtao)ls. 
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(3 ) 一 >(4) 
(x，y) 是 H 中 的 内 积 ， > xta) y(a) 一 (3， 少 ) 是 记 中 的 内 


积 ， 现 证 明 它 们 相等 
由 ( 3 ) 知 ，(x 十 4y,， x 十 1y)=(x 十 4y，x 十 hy) 
= (x+ iy, x+47), 
即 My，x) 十 Nx, yj=AY, xj+ Xx 9), 
到 4 二 1， 得 Re(x，y) 二 Re(x，》)， 取 4 二 i, 得 Im(x，y)= 
Im (X*，》)， 所 以 (x，y)=(x，》)，(4) 得 证 ， 
(4)=>(1) 


用 反 证 法 ， 若 { 伺 。 la€ A} 不 是 H 中 极 大 标准 正 交 集合 ， 则 存在 
ww0,uEH, 使 得 w_Lu。, 六 aE 有 A 和,. 则 由 (4 ) 知 (wuw，4)= CU, w). 


因 & 0， 所 以 (4， 雹 .又 从 (4a) 二 (tw us) 二 0,， 所 以 
( Ww， ) = 号 14(a := 0 得 出 矛盾 ， 故 ( 1) 成 立 .定理 得 证 . 


利用 Zorn 引 理 可 以 得 到 以 下 定理 , 

定理 8 每 一 个 Hilbert 空 间 H， 一 定 存在 着 一 个 极 大 的 标准 
下 交集 合 ， 称 为 HH 的 完备 标准 正 交 系 ， 

综合 以 上 定理 知 ， 若 {uol acE 4} 是 Hilbert 空 间 妃 的 完备 、 标准 
正 交 系 ， 则 对 于 互 内 的 任 一 元 素 x*， 必 有 1?:(4) 中 一 个 元 素 x ( > 
关于 {ws} 的 Fourier 系 数 ) 与 之 对 应 ， 反 之 由 Riesz~-Fischer 定 理 
知 ， 任 给 瑟 (4) 中 一 个 元 素 9， 必 有 五 中 的 一 个 元 素 x， 其 Fourier 
系数 x 等 于 8。 奇 以 F 表示 到 1 (4) 的 映射 ， 则 F 是 映 上 的 ， 一 一 
的 ， 且 保持 内 积 。 显然 王 为 有 界线 性 映射 。 即 有 以 下 定理 ， 

定理 9 每 一 个 Hiibet 空 间 互 都 与 某 个 上 4) 空间 等 距 同 构 , 
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记 作 有 2:( 4). 

可 以 证 明 Hilbert 空 间 巨 的 完备 标准 正 交 系 的 基数 是 可 数 的 , 姑 
4 是 梧 数 集合 。 此 时 称 妃 是 可 分 的 . 
人 例 若 H==L:(T). 令 W,(t)=e'!: (1 一 0， 土 1]， 土 2，…)， 
则 {u, In€ ZZ} 是 L*(T) 的 完备 标准 正 交 系 . 

证 {wu, In€ 2Z} 是 标准 正 交 集合 是 显然 的 ， 事 实 上 ， 

-px 0,， 当 mn, 

二 |. ee ad wm=n 
为 证 明 其 完备 性 ， 由 定理 7 中 (2 ) 知 ， 只 需 证 明 {w,} 在 L:( 荆 ) 中 乔 
密 ， 因 为 三 角 多 项 式 在 C(T) 中 ( 按 C(T) 的 范 数 ) 是 稠密 的 、 即 车 
gEC(T)， 则 有 三 角 多 项 式 p， 使 得 上 8 一 p |‖。<e， 又 


(人 pl 


(us, Us) 一 


<( [rel sa) =1gl。, 


故 gEL*(T) 且 |g 一 ps 夺目 g 一 p i 。<e。 所 以 p 在 A: 意义 下 通 近 
g .又 CC7) 在 2(7) 中 是 稠密 的 ， 故 三 角 多 项 式 在 L2(7) 中 是 租 
密 的 ， 所 以 {e In€ Z} 是 L:(T) 中 的 完备 标准 正 交 系 ， 

任 给 f EI:(T)， 则 


(F, 4)= fn)= | TCDereedt z 
即 为 了 的 Fourier 系 数 , 此 时 对 于 A=Z, 即 1*(Z) 有 上 十 典 的 Riesz- 
Fischer 定 理 ， 
定理 6  ( Riesz ~ Fischer 定理 ) 车 CEC，HhEZ， 且 
> ic :< ， 则 存在 1 EL*(T) 使 得 了 (n)=C,、 即 


1 一 2 
on f(t)e :dt 一 C 
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$ 4.4 ”Hilbert 空间 的 自 共 罗 性 


本 节 讨 论 Hilbert 空 间 互 上 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 即 研究 互 的 共 思 
空间 H*。 可 以 证 明 共 胃 空 间 H* 和 五 是 等 价 和 的， 这 就 是 Hilbert 空 
间 的 具 共 恩 性 。 

定理 10 ” 若 9 是 Hilbert 空 间 下 上 的 有 界线 性 泛 函 , 则 在 HH 中 存 
在 唯一 的 元 素 ? ,使 得 对 每 一 个 XxE 互 ,有 02(xX) 一 (X，y) , 昌 121 = 
| yy. : 

证 阁 ? 是 HH 上 的 零 泛 函 , 即 对 一 切 xEH 有 9(x)==0, 则 y= 0， 

若 9 是 非 零 有 界线 性 泛 函 ， 记 9 的 零 空间 为 N(9). 

N(9)= {xE€EH|I V(x)= 0}, | 
则 N(p) 是 五 的 真 闭 子 空间 。 事 实 上 ， 由 于 9 #0 ， 故 至 少 存在 一 个 
yEH 使 p(y) 闫 0、 所 以 N(89) 关 HH、 又 9 是 线性 泛 浮 ， 显 然 N(9) 是 
H 的 线性 子 空间 。 再 由 于 单 点 集 {0 } 是 闭 的 ， 且 2 为 连续 的 ， 帮 
{0 } 的 原 像 N(9) 是 闭 的 ， / 

由 Hilbert 空 间 的 直 交 分 解 定 理 知 ， 存 在 zw% 0 ，zE€ Nt: (9)， 
故 2(2) 二 0. 

任 给 XEH, 则 P99(9(x)z)=9(x)9{z), P(P(2)x)=9(2)9(x), 
所 以 9(9(z)x 一 P(x)z) 二 0， 即 9(z)x 一 P(Xx)z EN(8)， 放 必 与 2 
正 交 ， 

(PP(z)xX 一 90(xX)z，2) 一 0， 
即 - Pz) x, 2)=9(x)(z, 2), 


台 "= 


到》 一 一 4- z， 则 有 


p(x)=(x, y). 
易 见 》 是 唯一 的 ， 车 另 有 y’ € 了 H， 使 得 对 一 切 xE 五 有 9%(x)= 
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(x，?y )， 则 有 
(x, y—»)=0, VxEH. 
于 是 得 1 y 一 y = 二 0 ， 故 ?一 多 一 0， 即 ?一 多 。 
绸 证 121 = > 下 。 由 Schwarz 不 等 式 有 
px) = (x, ylxl > 
故 1 和 |? . 


一 0 4 


故 一 方面 ，9(y)==(y, y) 一 yl?， > 


2 =sup( 2 人 》 寺 0 } 


得 12 之 17>1。 
所 以 lo|=1|y|. 
定理 得 证 ， 


由 9(x)== (x， y) 知 0 关于 x 是 线性 的 . 而 关于 y 是 共 亏 线性 的 ， 

事实 上 ， 
a0(x) 一 ac(x，y) 一 (cx，2) 一 (x，c?). 

此 时 也 称 (x，y) 为 列 线 性 的 ， 若 将 9(x) 记 作 oy(x)， 则 2 (x) 是 殉 
线性 的 ， 

以 上 定理 说 明 ， 者 作 Hilbert 空 间 五 到 它 的 共 斩 空间 五 " 的 映 
射 .多 如 下 : 

FF. y—9y, YEH. : 

则 :多 是 有 HE 到 H" 上 的 一 一 上 映射， 它 是 共 轿 线性 的 , 且 保 持 范 数 不 变 ， 
即 多 是 昌 到 H* 的 复 共 轿 线性 同 构 ， 也 就 是 HH 和 H* 是 一 致 的 ， 故 称 
H 是 自 共 罗 的 ， 

定理 11 者 x:，x:，…，xXx,，… 是 Hitbett 空 间 正 中 的 直 交 序 
列 ， 则 下 列 三 个 全 是 和 从 的 ， 


(1) 六 * 收 俩 


| 
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(2) 之 1 x 1 :收敛 ， 


( 3 ) 对 于 每 一 个 yEH， > (x,，y) 收 敛 ， 


证 令 s, 二 x 十 Xx; 十 … 十 x,, 由 于 {x,} 是正 交 集合 , 故 目 s， 1 一 
jx 十 x 十 … 十 xs 2 一 | xi 十 和 xs 十 …… 十 和 xx |‖ 2 
( 2) 一 全 (1 )， 四 
设 1>>H，13S 一 9 一 xi 十 xs 十 … 十 x。| 
=( | Xm+1 ‖ :十 | x ,2 1 “十 … 十 | X 2 
由 ( 2 ) 知 ， 任 给 sz>> ， ， 存 在 N> 0， 当 n>>m>>N 有 


>, | x | ?<<e?., 


押 以 只 要 取 m>>N， 有 
| s, 一 Sa | <e, 


必 了 x 收 全 (1 ) 得 证 


映 呈 


(>). 
因为 Sx , 收 詹 ， 所 以 lims. 一 s 存 在 . 于 立 (x。 y) 的 部 


区 


分 和 加 
?二 D(x y)=( > Ni: y)=(s,, y), 


令 i=(s，y)， 由 Schwarz 不 等 式 知 
tt = (s,s, I< 1s. -sl lyl, 


因为 1s, 一 s1 一 0， 故 |t 一 一 0 ， 即 lim t=t 即 立 (x 


.Mol 


收敛 ，( 3 ) 得 证 ， 
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( 3 )==> (2). 
定义 对 上 的 有 界线 性 光阴 1. 如 下 : : 
AY=(y, xX)+tYy, x2)+T +(y, x,), YYyEH. 
显然 4, 是 线性 的 ， 旦 由 Schwarz 不 等 式 得 
[A yx 
邹 1 A] x 十 Xs 十 … 十 x ， 
又 取 y 二 x1 十 x; 十 … 十 x,， 则 得 
4.(Xi 十 Xz 和 十 … 十 Xx.) 二 x; 十 Xp 十 … 十 x 3。 
所 以 1 A 上 21 xl 十 x: 十 … 十 xj 
故 得 | 4 人 = 让 x: 十 x 十 … 十 Xx。‖. 


由 ( 3 ) 知 > (x。，?) 收 敛 ， 故 {4.y} (na=1，2，…,) 对 一 切 


是 有 界 的 ， 即 {IA,y | 上} 是 有 界 的 ， 根 据 Banach-Steinhaus 定 
理 知 {1,} 是 一 臻 有 界 的 。 即 存在 M> 0 ， 对 于 一 切 n 有 
| | 4,. <M, 
又 A = x+Txtu x Cx 
十 … 十 | x. 2) 放 对 一 切 n 有 


> 1 x 2*<M?. 


FE em 1 


所 以 级 数 【x,1 : 收 你 ，( 2 ) 得 证 . 


| 


定理 中 ( 1 ) 说 明 > x, 在 HH 中 是 强 收 敛 的 ， 而 ( 3 ) 说 明 


< ,是 弱 收 全 的 定理 给 出 Hilbert 空 间 中 正 交 序 列 所 对 应 的 级 
数 强 收敛 与 弱 收 敛 是 等 价 的 . 


a 
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$4.5 Hilbert 空间 上 的 线性 算 子 


设 召 是 Hilbert 空 间 ，B(E) 表 示 吾 上 一 切 有 界线 性 算 子 了 的 

集合 ， 在 B(H ) 上 定义 乘法 
(T. S)(x)=T(S(x)), YYxEH., 

范 数 为 TTI=sup{ 1 Txl (| xt <1}, 
则 B(H) 是 一 个 Banach 代 数 ， 具有 单元 1 1 (x) 二 *。 一般 来 讲 
B(H) 是 不 可 交换 的 ， | 

定理 12 若 TE B(H)， 且 对 每 一 个 xEH 有 (Tx，x)= 二 0， 则 工 
一 0. 

证 ” 任 取 x，yEH， 由 假设 条 件 知 

(T(x+y), x+y)= 0, 

即 (Tx, x)+(Tx, y)+(Ty, x) + (Ty, y)=0, 


由 假设 得 。 (Tx，y) 十 (Ty，x)==0, (9) 
在 ( 9 ) 式 中 以 iy 代 震 y， 得 
—i(Tx, y)+i(Ty, x)=0, (10) 


由 (9 )、(10) 两 式 得 (Tx,y) 王 0 对 一 切 x,yE 瑟 成立 。 取 ?一 Tx， 
得 上 Tx ?= 0 ， 妈 对 一 切 x 有 Tx 二 0 ， 证 毕 ,， 
推论 1 车 SEB(H), TEB(H)， 有 对 每 一 个 *E 肌 有 (Sx， x) 
一 《Tx,x)， 则 TT 二 S$. 
证 ”由 假设 知 对 一 切 x 有 ((S 一 T)x， = 0 所 以 CS- T)x = 
0 对 一 切 xE 瑟 成 立 ， 即 $= 工 . 
定理 13 若 人 :利和 HC 是 下 线性 泛 西 且 为 有 办 的 即 
M =sup {lf{(xsy) | txt=1yH= ie 四 
财 存 在 唯 二 的 有 界线 性 算 子 SEB(H), 满足 - ~ … 
f(x,y)=(%,Sy), Vx,yEH, 
而 且 j S|=M. 
证 因为 f(x，y) 对 x 是 线性 的 ， fx ,3?) 和 MExi ly 1， 
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所 以 对 于 每 一 个 yE 五 ， 恋 换 人 ;五 一 人 ， 


x Sf y) 
是 HH 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 旦 1 Ay 1 寺 M1y1。 妈 Ay EH*。 由 定理 
10 族 ， 对 于 每 一 个 y€ H,， 存在 唯一 的 元 素 SyEH， 使 得 Arx 一 
1(x,y)=(x,Sy)， 且 1Sy1= 1 Ar 。 所 以 1sy1<xMly>y1， 
又 $ 作 为 互 一 互 的 映射 ， 即 y 一 Sy 是 线性 的 ， 事 实 上 ， 
(x，S(71 十 ya 旋 二 帮 X，3?1 十 2) 一 XU ) +1(x1y2) 
=(x, Sy1)+(x, Sys)= {x%, Sy,+ Sy2). 
(x, S(ay))=f(x, ay)=af (x, y)=a(x, $y)=(x,aSy). 
BSEB(H), 有 El SE<M, 
另 一 方面 |f(x,y)]| = 1(x,Sy)| 入 x 有 sl», 
所 以 M< 上 |S 上。 最 后 得 到 S 上 =M， 定 理 得 证 ， 
右 TE€ BC(H)，x,yEH， 则 (Tx，y) 对 x 为 线性 的 对》 为 共 
弧 线 性 的 。 即 映射 fj:x,? 一 (Tx,%) 为 列 线 性 的 。 且 
fx, y) {= I(Tx, y) lL TE xh Ey, | 
即 上 fT 。f 是 有 界 的 ， 由 定理 13 知 ， 在 8(H) 中 存在 唯 
一 的 元 素 ， 记 作 T*， 使 得 
(Tx,y)=(x,T"y),. 
称 T* 为 的 共 思 算 子 或 伴随 算 子 。， z 
容易 看 出 上 T* 上 二 工 上 。 事 实 上 由 定理 13 知 
PSTTT 
太 外 ， 和 Tx 人 一 (TYX，Tx) 一 (2 T"Tx)S x TT 上 ， 
所 以 1 Txls<jlxihur ll ， 即 171< 1 7 1. 于 是 有 TH= 
LT* 1. 
T 一 六" 可 以 看 成 由 Banach 代 数 B(Z) 到 B(B) 的 一 个 映射 它 县 
有 以 下 四 个 性 质 ; 
(工作 S 十 了 六 一 和 十 T 


(2) (aT)"=aT" 
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(3 (8ST TS 

(4 )7 ?一 个 

下 面 证 明 ( 1 ) 一 (4 ). 

(1)((S+T)x, y)=(x, (S+T)'y). , 
((S+T)x, y)=(Sx, y)+(Tx, y)= (x $y) +(x, T°"y) 


=(x,， S++T’y) 
所 以 (S 十 了 T) 一 S 十 T， 
(2)(x,(aT)’y)=(aTx, y)=a(Tx, y)=a(x, T°y) 
=(Xx,aT’y). 
所 以 (aT)*= aT*. 
(3 )(x, (ST)°y)=(STx, y)=(Tx, S°y)=(x, T*s°y) 
所 以 (ST)*=T"S°*. 
(4)(Tx, y)=(x, T°y)=(T°y,x) = (7,T'°x) | 
=(T""x, y) 
所 以 T°**=T, 


喘 射 7 一 了 "并 足 以 上 四 个 性 所 称 T 一 T" 为 B(H) 上 的 一 个 对 
合 ( involution ). 
由 于 | Ts<ir r= 7 > 
及 | Tx | 2?= (Tx, Tx)= =(x,T*Tx)< 1 TTI Ix?, 
BT :< T*TI， 得 
I T°"TH=}TH:, (11) 
在 Banach 代 数 B(H) 上 由 (Tx,y)=(x,T*y) 定 义 了 T 一 T* 的 对 
合 ， 且 满足 (11)。 称 BCH) 为 一 个 8° 一 代数 。 也 称 T 一 T* 为 一 个 周 
期 为 2 的 反 自 同 构 。 ( Anti-automorphism of period 2 ). 
定理 4 若 TEB(H)，N(T) 表 示 工 的 零 空间 ，R(T) 表示 工 
的 值 域 ， 则 
N(T)=R(T")!:, N(T*)=R(T): 
证 N(T)= {xE€H 1|Tx=0}, R(T)= {Tx| x&H} 
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xEN(T)< STx=0<—>(Tx, y)=0, ¥yE€H 
€>(x, T*,y)=0, YyEHS>xER(T')., 
所 以 N(T)=R(T"):. 
同 理 可 得 NT ) 一 RCT)， 
定义 7 设 算 子 T€EB(H)， 
(1 ) 若 TT*==T*T， 则 称 工 为 正规 算 子 ， 
(2 ) 若 六 一 T， 则 称 了 为 且 共 斩 算 子 。 
(3 ) 若 TT* 一 IT 一 T?7T， 其 中 了 为 百 上 的 单位 算 子 ， 则 称 了 为 可 
算 子 或 保 范 算 子 ， 
(4 ) 若 T:=7， 则 称 了 为 射影 算 子 。 
由 定义 知 自 共 轿 算 子 和 再 算 子 必 为 正规 算 子 ， 在 B(H) 中 我 们 
主要 是 讨论 正规 算 子 ， 
定理 15 设 TEB(H)， z 
( 1 ) 工 是 正规 算 子 ， 当 且 仅 当 对 一 切 xEH, 上 Tx = T"x| 
成 立 ， : 
(2 ) 若 TT 是 正规 算 子 ， 则 N(T)=N(T"*)==R(T),, 
(3 ) 若 T 是 正规 算 子 ,二 对 某 个 XEH，aEC 有 Tx 二 ax, 则 必 有 
Tx = axX. 
(4 ) 若 了 是 正规 算 子 ，wc 、 有 8 是 IT 的 不 同 的 特征 值 ， 则 与 之 相 
应 的 特征 空间 相互 正 交 . 
证 (1 ) 任 给 XEH， 有 
Il Tx =(Tx, Tx)=(x, T°"*Tx), 
T°*x! =(T*x, Tx)=(x, TT"x), 
车 TT 为 正规 算 子 ， 则 T*T==TT*， 所 以 Tx = le 1 | 
反之 ， 若 ]Txi1 = 1T xx ， 列 
(x,T*Tx)= (x,TT'"x), 
所 以 T*T 二 TT*， 故 了 T 为 正规 算 子 ， 
(2)xEN(T)<>Tx=0<> 1 Tx1 =0<>1T'x1 =0 <> 
Tx=-==0<—>x EN(T'), 
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所 以 N(T)=N(T*)， 再 利用 定理 14 得 
N(T)=N(T")=R(T).. 
(3 ) 由 假设 TT 是 正规 的 ， 则 T 一 aI 也 是 正规 的 。 事 实 上 ， 
(T—al)’=T*—al, 
注意 到 了 T 与 T"， 了 TT 与 1 是 可 交换 的 ， 得 
(T—al)(T—aD)'=(T—al) ’(T~al), 
若 对 某 个 xEH，aE€C 有 Tx 二 ax， 则 (T 一 gD x 二 0 ， 利 用 ( 2) 
得 ( 工 一 cJ)*x 一 0 ， 即 Tox 一 CX 
这 个 绪论 说 明 ， 若 a 是 正规 算 子 工 的 特征 值 ， 则 a 必 为 算 子 
T* 的 特征 值 . 
(4 ) 设 Tx=ax,Ty 二 Py, 和 p。 则 
a(x,y)=(ax,y)=(Tx,y)=(x,T"y)=(x,Py)= B(x,y). 
即 (a—pB)(x, y)=0, 
因为 a 和 BB， 所 以 (x,y) 二 0。 邑 x .Ly, 证 毕 . 
定理 16 阁 TEB(H)， 则 以 下 三 个 命题 是 等 价 的 ， 
《1)7 是 西 算 子 . 
(2)R(T)=H， 且 对 所 有 的 x*EH、yE€H, (Tx, Ty)= (x,y) 
恒 成 立 . 
(3)R(T) 二 石 ， 且 对 一 切 xEH， 上 Tx = 上 x | 恒 成 立 . 
证 (1) 一 >(2). 
T 是 丁 算 子 ，T"T 一 【一 TT*。、 则 对 于 互 的 任 一 元 素 x 都 有 
x 二 Ix 二 TT*x=T(T"x), 
这 表明 R(T)= 二 五。 又 由 T*T== 1 得 
(Tx,Ty)=(% ,T"Ty)= (x ,2). 
(2) 一 >(3)， 显 然 ， 只 需 在 (2) 中 取 x= 二 3。| 
(3 ) 一 >(1), 对 于 每 一 个 xEH， 由 (3 ) 有 
(T°Tx,*)=(Tx, Tx)= | Tx := [xl := (x,x), 
所 以 T°*T=1 
另 一 方面 ，( 3 ) 萄 涵 着 了 是 如 到 互 上 的 等 距 线性 喘 射 ， 所 以 了 
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在 B(H) 中 有 道 。 又 由 T*T== 了 知 T "二 T-!。 所 以 T*T=TT*=1. 
即 工 为 西 算 子 。 证 毕 , 

注 : (1 )、(《 2 ) 的 等 价 性 表明 西 算 子 是 HH 上 的 线性 同 构 ， 且 保 
持 内 积 ， 所 以 是 Hilbert 空 间 的 自 同 构 . 

定理 17 设 TEB(H) 是 射影 算 子 ， 以 下 四 个 性 质 是 等 价 的 ， 

(11)7T 是 昌 共 斩 算 子 . 

(2) 了 是 正规 算 子 . 

(3)R(T)=N(T)!, 

( 4 )(Tx,x)== Tx 上 ?对 每 一 个 XEH 成 冻 。 

证 

(1) 一 >(2)， 由 定义 显然 ， 

( 2) 一 >(3)，T 工 是 正规 算 子 ， 由 定理 15 知 ，N(T)=R(T):. 
T 是 射影 算 子 ， 则 R(T)=N(I 一 T). 事实 上 ,者 TxER(T)， 则 
(1 一 T)Tx 二 Tx 一 T?x 一 0、。 即 TxEN(1 一 T)。 记 以 R(T)CN(I 一 
T). 

反之 ， 若 yEN(1 一 T)， 则 y= 二 Ty， 即 y € R(T)， 
所 以 N(I—T)CR(T). 

又 1 一 T 是 有 界线 性 算 子 ， 其 零 空间 是 闭 的 ， 故 R(T ) 是 昌 H 的 
闭 村 空间 。 由 定理 5 得 

(RCT)+:):=R(T)=N(T)!. 

(3 )=—>(4). 

若 ( 3 ) 成 立 ， 则 每 一 个 x*EH 可 唯一 地 表示 为 X= 二 》 十 z ， 其 
由 Ty 二 0，zEN(T)+=R(T)， 即 zz .|L3 且 存在 wEH 使 Tw 二 2， 
又 了 是 射影 算 子 ， 故 

Tz=TTu 一 了 1 一 2 

即 得 Tx=Tz¢=2. 
所 以 (Tx，x%) 一 (z5，y 十 2) 一 (z，2z) 一 | Tx 4。 

( 4)—>(1). 

澡 ( 4 ) 成 立 ， 则 
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| Tx ?=(Tx,x)= {x,T"x) 
注意 到 上 Tx 上 ?是 实数 ， 故 由 上 式 知 (x,T"'x) 二 (T*x,x)。 于 是 对 
一 切 x€ 昌 有 
(Tx, % )=(T"*x,x) 
由 定理 12， 得 T= 二 7T"、 即 了 了 是 自 共 轿 算 子 ,证 毕 . 
定理 18 设 工 是 自 共 罗 算 子 ，SEB(HI)， 则 TS=0 当 且 仅 当 
R(T)LR(S). 
证 对 于 一 切 x ,y€H 有 
(Tx,Sy)= (x,T"Sy)= (x, TSy). 
若 TS= 0 ， 则 (Tx,Sy) 二 0， 所 以 R(T)LR(S). 
反之 ， 若 RCT) LR(S)， 则 (%,TSy) 二 0 对 一 切 x€EH, yEH 
成 立 。 所 以 TS= 0 ， 证 毕 . 
顺便 指出 ， 在 8*~ 代 数 B(H) 中 ， 由 于 引入 了 对 合 , 可 以 将 
BCH ) 中 的 算 子 工 唯 一 表示 成 
T=A+iB, 
其 中 A、8 党 为 目 共 轿 算 子 , 
事实 上 ， 若 以 上 表示 式 成 立 ， 则 
T*=(A+iB)’=A°+ iB'=A—iB, 
于 是 必 有 
T+T* 下 一 
A 一 一 B 5 一 
显然 和 、 B 是 肌 藉 拔 的 。 
以 上 事实 类 似 于 复 函 数 由 实 部 与 虚 部 来 表示 ， 由 此 可 以 理解 对 
合 的 意义 。 
下 面 研 究 8*~ 代 数 BCH ) 中 算 子 的 交换 性 质 ， 若 x* ,3》 是 B(H) 
中 的 可 交换 算 子 ， 即 xy 二 yx， 则 由 x"*y* 二 (yx)" 知 x*、>" 也 是 可 
交换 的 。 那 束 x% 与 y* 或 x" 与 》 是 否 可 交换 ? 一 般 言 之 , 窒 染 是 下 
定 的。 例如 取 》 二 x ， 当 % 不 是 正规 算 子 时 ， 则 xx" 关 X"x。 可 以 
证 明 下 列 命题 是 成 立 的 。 


，154-， 


若 M 是 B(H ) 中 前 正规 算 子 ,TEB(H)HMT=TM, 则 M*T= 
TM 。 | 

事实 上 ， 成 并 着 如 下 所 示 的 更 一 般 的 结论 ， 

定理 19 ( Fuglede-Putnam-Rosenblum ) 设 M、N，、 
TE B(H)，M、N 是 正规 算 子 且 MT=TN， 则 M"'T=TN'。 

证 取 SEB(H), 令 V=S* 一 S， 定 义 


1 Ln 
Q=exp(V)= 之 了 ， 
又 YY "= 二 5S 一 S$ 二 一 VV， 所 以 
@ "一 cxp( 一 Y) 一 > 志 -(-V)" 
于 是 有 QQ"=exp(V~—V)=1, QQ=1, 
即 Q 为 西 算 子 ， 且 4 8 上 = 二 1。 即 对 一 切 SE B(H) 有 
| exp(S "一 S) 〗 =1., 
由 于 MT 二 TN， 得 
MT=M(MT)=M(TN)= (MT)N=TN?, 
用 归纳 法 可 得 
MT=TN’:, K=]1, 2, 
所 以 exp(M)T= Texp(N), 
由 (exp(M)]"!= 二 exp( 一 M) 得 
T=exp(—M)Texp(N) 
上 式 左 弱 exp(M*)， 右 乘 exp( 一 N*)， 并 利用 M，N 是 正规 算 子 ， 
得 
exp(M")Texp(—N")=exp(M’—M)Texp(N—N'), 
所 以 | exp(M")Texp(—N")I ITI. 
由 于 M、N 是 正规 的 ， 知 4M、AN 也 是 正规 的 ， 其 中 4 为 任何 
复数 。 在 上 式 中 以 1 M，414 N 分 别 代替 M、N， 得 
| exp(AM°)Texp(—AM")| TI, YiEC., 
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记 2 f(A)=exp(iM")Texp(—i1N’), YAEC. 
则 上 (4) 上 所 工 上 对 一 切 4€C 成 立 ， 于 是 1( 4) 是 一 个 有 界 的 
取 什 于 B(H ) 的 整 函 数 ， 由 Liouville 定 理 知 j(4 )=C。 所 以 
1(4)=1(0)=T, Yi€C. 
Bb exp(AM")T=Texp(1N"), 
比较 等 式 两 端 1 的 系数 ， 得 
M*T=TN®, 


S$ 4.6 也 -代数 的 Gelfand 变 换 


定理 20 ( Gelfand-Naimark 定 理 ) 设 A 是 可 交换 的 8B*- 代 
数 ， 具 有 单元 e ， 且 | e I=1, -1 是 4 的 极 大 理想 空间 ， 则 
Gelfand 变 换 x 一 X% 即 A 一 和 A 是 A 到 C(I) 上 的 一 个 保持 范 数 的 。 一 


同 构 , 部 保持 所 有 代数 运算 ， 且 保 持 对 合 ** 二 *。 特 别 地 ， 若 X% 
是 日 共 e 的 x =x*， 则 x 是 实 值 的 连续 函数 

证 已 知 9€ -1 作 Gelfand 变 换 x (9) 一 2(X ) ， xcE4， 震 
取 Gelfand 弱 拓 扑 ， 则 % 是 连续 函数 ， 即 % EC(LA)，, 故 AC 
C(I), ~、 

自 先 证 明 ， 若 w€ 4 是 自 共 缠 的 ，w ==w*， 则 4 是 实 的 ， 任 取 
代数 同 态 oE 4 ， 证 明 妈 (9) 是 实 的 . 

设 4 (9)=9(4)=ati8,， (a ,PER). 令 z =u +ite, 其 
Ft€E R， 则 z*=u* 一 ite’* 一 wite, 

Pp(z2)=9(u) tito(e) =ati(h+2), 


所 以 c2? 十 (8 十 二 01z 9(z) = plz) :< ol:1zl:, 
又 191< 和 1I 且 1z]:=1zz | = lu:+irel <iwvl +t 于 是 
有 
oa: t+pB*+2Bt< ul ~、 
对 一 切 t € 民 成 立 ， 所 以 8= 0， 好 ww (8)&€ RR， 出 于 9 是 任 到 的 ， 
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下 面 证 明 %x “二 *， 任 取 xE€A， 则 x 二 十 iv， 其 中 丸 =w*， 
一 V0”， 故 x* 二 一 jv， 所 以 


入 入 入 太太 入 
xX 二 Wiv 二 W 二 iv 二 XX， 


再 证 A 一 和 4 保持 范 数 ， 即 上 x ‖。= ‖ x 四 。 利 用 公式 


i 
持 


x* | =p(x)= lim | x" | 
来 证 明 ， 先 假设 x 是 自 共 轿 的 ，x 一 x*， 则 


上 xx 三 和 xx 有 一人 xx， 
所 以 1 x?" | 一 和 xz 和 2， 
或 
iIx* 1 ”= 一 1xf. 
人 。 - 
于 是 有 xo=lim| x ?=|1x}. 


一 般 地 ， 若 x 不 是 自 苍 的 ， 令 z 二 xx*， 则 z 二 z*， 所 以 
| 2 1 = 1z1 ,又 人 二 分 分"， 且 已 证 明 从 二 % 故 
得 171 一 12 人 11 人 21=1 底 1:1。=1 人 13 
又 [zl = |xx l= |x 
所 以 | x1o=1x]. 
最 后 证 明 仿 = C(I) 。 信 是 C( 1) 的 子 代数 ， 又 由 分 * 一 多 知 ， 


若 x E 人 ， 则 x E A， 即 4 是 自 共 轿 的 . 及 在 第 三 理由 已经 证 明 人 
是 可 以 分 离 点 的 向 时 e 二 1 0， 故 和 4 不 在 任何 点 消失 为 0 。 
A 是 满足 Stone-Weierstrass 定 理 中 条 件 ( 1)、(2)、(3) 的 了 
代数 ,所 以 

CI14 一 CC-I)， 
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pi | pH i 
1 Te ph = 加 


又 4%。 二 x 是， 放 信 与 4 是 完全 一 样 的 ， 由 此 可 证 明 从 
是 闭 的， 因 任 取 zEClIA， ， 则 有 x ， EA, 日 x ， 一 2 。 故 {x ， } 是 
Cauchy 序 列 ， 由 、 于 A 一 A 保持 范 数 ， 夏 {X,} } 也 是 Cauchy 序 列 . 
帮 x, 一 x。 所 以 x 一 二， 即 zEA。 这 说 明 从 是 闭 的 。 于 是 得 到 

A—C(/). 定理 得 证 . 

定理 21 设 和 A 是 可 交换 的 8*- 代 数 ， 具 有 单元 ， 若 x* € A 使 得 以 
x 和 x" 为 元 的 多 项 式 p(x,x*) 在 和 4 中 稠密 ， 则 

(1)Gelfand 变 的 x ， 人 A 一 C 是 1 一 1 映射 

( 2 ) 存 在 $p， 它 是 C(o( x )) 到 A 上 的 保持 范 数 的 。~ 同 构 喘 射 ， 

“证 7Y1) 欲 证 x 是 1-1 映 射 ,只 需 证 明 对 于 任意 的 pl,gs E 1 ， 
大 xX (91)= x (9;)， 则 9 ,==9， 


因为 x* (91) = 91(x)， x (Ps) = 9.(%). 故 若 x (91)== 


(9s)， 则 91(%)==s(*). 又 Xx" 二 x 所 以 由 x (91)= x (ps) 
得 x “(891) 一 X “(9,)， 好 9 1.(x"*)=9,(x"), 

又 P91，9; 是 代数 同 态 ， 多 项 式 p(Xx,x") 是 常数 与 x 的 方 蜗 或 节 
数 与 x 的 方 军 的 习 积 之 和 , 改 

PpX,X"))=P,.(p(X,xX")). 
又 p(x,x") 在 A 中 稠密 ， 故 对 任意 yE 4 有 
VP1(7)=9(7), 

所 以 9 = Ps, 即 x 是 1 一 工 的 ， ~ 

(2)*x 是 1 一 1 的 ,又 x 连续 且 J 是 紧 集 合 ， 故 x 是 由 I 到 其 
值 域 c( x ) 上 的 同 肚 映射， 这 是 由 于 J 是 紧 集合 ，x X (LA)= o(x) 
是 肾 的 ， 故 .I 中 的 闭 集 映 成 x (I) 中 的 闭 集 ， 所 以 o(x ) 上 的 连续 
函数 证 以 看 成 是 J 上 的 连续 函数 。 即 

Clo(%))EC(A). 

也 就 是 了 /ox x 为 由 C(o(x )) 到 C(IA) 上 保持 范 数 的 # 一 同 构 映射 。 
由 Gelfand-Naimark 定 理 知 C( 人 J) 二 A 4， 故 4 上 上 的 连 续 函数 
1ox 一定 等 于 4 中 某 个 元 素 的 Gelfand 变 换 . 即 
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fox= ($f) (yf EA). 

且 yf 完 全 由 了 唯一 决定 ， 即 少 是 一 个 由 C(o( x )) 到 A 上 的 保持 范 数 
的 。- 同 构 映 射 ， $j 二 中 了。. 
特别 ， 著 1( 4 ) 一 4 (4Eo(x)), 则 fox 一 %， 由 fo% 一 ($1) 

知 $f 二 x。 定理 得 证 ， 


$4.7 对 合 映 射 x->x* 的 性 质 
车 和 A 是 B*- 代 数 ， 由 定义 知 | xx* 1 = 有 x 由 *。 由 此 得 出 


| x ?= |xx* el x llx* 下 ， 
所 以 xi 和 ix 
又 xalx** =x, 


于 是 有 上 x = 上 上 x" 上 .所 以 对 合 上 映射 x 一 x" 是 连续 的 。 
若 和 是 具 有 对 合 的 B- 人 代数， 那么 x 一 % "是 否 仍 保持 连续 性 呢 ? 
下 面 讨论 这 个 问题 。 
定义 8 若 4 是 集合 和 到 集合 Y 的 映射 . 称 集合 G = {(x, Ax)| 
xEX} 为 4 的 图 象 。 
定理 22( 闭 图 象 定理 ) 若 X，Y 是 Banach 空 间 ，4: X 一 
了 是 线性 的 。G 二 {(x,AX)| xE€X} 在 了 XY 中 是 财 的 。 则 I 是 连续 
的 . 
证 在 X 入 Y 中 定义 加 法 、 数 腾 和 范 数 ， 
(x, y)+ (x , y’)=(x+x ,y+y’), 
a(x, y)=(ax, ay), 
Ex, y) =ixl+ilyt, 
则 x 了 也 是 一 个 Banach 空 间 . 
因为 A 是 线性 映射， 显然 G 是 一 个 线性 空间 ， 又 由 假设 知 G 是 
用 的 ， 内 以 G 是 一 个 Banach 空 间 . 
定义 G 一 天 的 贞 射 了 ， 
p(x , /xX)= Xx. 


即 了 为 G 到 XX 上 的 投影 算 子 。 显 然 了 是 线性 连续 的 ， 且 为 G 到 X 上 
的 1~-1 上 映射， 由 开 映 象 定理 知 ， 其 逆 映 射 
p :XX—G 
是 连续 的 。 
再 定义 X XY 一 了 的 映射 4 ， 
q(x,y)= Y, 
4 也 是 线性 连续 的 。 故 映射 
qdop 一 了 
也 是 连续 的 。 但 4=qop”!。 所 以 4 是 连续 的 ， 证 毕 。 
注 常常 以 下 述 事实 检验 图 象 G 是 否 是 闭 的 。 
设 {x,1 是 X 中 的 序列 ， 大 当 z 


limX,=X%, lim/AXx,=» 
全 


全 一 多 


和 三 在 时 ， 必 有 Ax 三 》; 则 线性 映射 A 的 图 象 G 必 是 闭 的 . 

证 令 (x,y) 是 G 的 一 个 极限 点 , 则 在 G 中 必 有 序列 
(x,，AX。) 以 (x,y) 为 极限 ， 即 有 序列 {x,} 
使 lim(X,, AXs)=(X, y). 


因此 有 limx,= XX, lim/Ax,=7», 


由 假设 有 ? = 4x， 即 (x,?)EG ,所 以 G 是 闲 的 . 
定理 23 4 是 可 交换 的 B- 伏 数 ， 具 有 单元 和 对 合 , 若 4 是 半 
单纯 的 ， 则 x 一 x 是 连续 的 ， 
证 对 合 映射 x 一 x* 是 共 思 线性 的 。 为 利用 闭 图 象 定 理 证 明 x 
“一 x* 的 连续 性 ， 先 看 以 下 事实 ， 
设 A:X 一 Y 是 共 轿 线性 上 映射。 由 Y 了 作 空 间 Y,， 使 Y, 和 YY 作为 
集合 是 相同 的 ， 即 所 含 元素 是 相同 的 。 在 Y ,中 定义 加 法 和 数 刁 ， 
十 z| 在 Yi 中 一 ?十 2 | 在 7 中 ， 沁 5ZEY 9 
wy | 在 yi 中 一 wy | 在 yz 中 ， 立 y7EY，cE C. 
且 定 义 范 数 >》 z= 二 上 > 上 |z. 则 可 将 4 看 成 XX 到 Y ,的 上 映射， 是 
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为 线性 的 ， 若 4 和 一 Y | 是 连续 映射 ， 由 Y 和 Y, 上 的 范 数 定义 知 ， 
AtX 一 Y 了 也 是 连续 的 ， 

按 以 上 讨论 ， 可 将 对 合 映射 * 一 x 看 成 线性 映射 为 证 其 连续 
性 ， 只 和 需 证 明 其 图 象 {(x，x")} 在 4xA 和 中 是 闭 的 ， 利 用 定理 22 的 注 
知 ， 只 需 证 明 当 x, 一 x ，x, 一 了 时， 有 y= 二 x*. 

设 -是 4 的 极 大 理想 空间 ，9pE 4J， 定 义 A 一 C 的 映射 % 为 ， 


%(x) 一 D(x") . 
则 必 有 ywE 了 了 ， 事 实 上 ， 
%(x 十 7) 一 9((x 十 ?入 ) = P(x’)+9(y) =9(x") 十 9 ) 
=y(x)+y(y), 
pax)= Plax)') = Vlax’') =ay(x') 
一 a9(x*) =ay(x). 
pxy)= p(X)") =9(y"x") 一 (2 ) F(x’) =y(x) p(y) 
设 x, 一 Xx，x," 一 >。 由 y 的 连续 性 知 p(x,) 一 (x)， 即 P(x,*) 一 
p(x*") ， 所 以 p(x 1) 一 2(x。)， 
又 由 于 x; 一》，9 为 连续 的 。 故 24x1) 一 904?7)， 所 以 得 到 
OCX ) 一 DL7)， 立 DEL 
也 陨 是 P(x 一 2) 一 0 对 一 切 9E J 成 立即 
(x ”一 y)0) 一 0， 立 pDE -1 
所 以 x" 一》 在 Gelfand 变 换 的 核 内 。 由 假设 A 是 半 单 纯 的 ， 即 4 的 


根 R= U m={0}, 也 就 是 Gelfand 恋 换 的 核 ， R={x|x= 


MEAM 
0} 二 0。 所 以 
X 一 ?。 
由 闭 图 象 定理 知 ，x 一 x* 是 连续 的 ， 定 理 得 证 ， 
在 具有 对 合 的 Banach 代 数 中 ， 常 常 要 研究 元 素 x 的 平方 根 ， 
下 面 的 定理 给 出 在 什么 条 件 下 ， 一 个 自 夫 斩 元 素 将 有 自 共 斩 的 平方 
根 . : 
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定理 24 4 是 可 交换 的 B- 人 代数， 具有 单元 和 对 合 。 若 xE4 上 且 
x 二 Xx*，o( x) 不 合 非 正 的 实数 ， 则 存在 y€ A 使 y*= x 且 3》 = 二 y*. 

证 分 两 步 证 明 ，, 

(1) 首先 就 4 是 半 单 纯 的 情形 证 明定 理 ， 由 定理 23 知 ， 此 时 对 
合 映射 x 一 x* 是 连续 的 ， 

令 开 集 Q=C、( 一 ,0 )， 由 假设 o(x) 站 (一 ,0)== 8, 故 
o(x)CQ， 取 解析 函数 EH(Q) 使 1?(4)=4， 且 1(1)=1，, 于 
是 可 以 定义 向 量 值 函数 


了 (xz)= 直 | 1) (ex) -td 


其 中 栈 是 中 环绕 o( x ) 的 围 道 . 


令 y 二 了 (x). 则 y* 二 (了 (x))* 二 (了?)(x)， 因 为 1?(4) 
4, 故 ( 了 7)(x)=x， 所 以 y* 二 x%， 

根据 Runge 定 理 知 ， 在 Q 的 紧 子 集 上 有 多 项 式 序列 {P,( 4 )} 一 
致 收 合 于 1( 4 )， 令 


qs(D = (pW)+ p14)), 


则 gq,( 4 ) 的 系数 皆 为 实数 。 又 由 于 f{ 4)== 4)， 故 由 p,(4) 一 
致 收敛 于 4 ) 若 qs( 4 ) 在 Q 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 f( 4 ). 
”qr(4 ) 是 多 项 式 ,所 以 gx) 一 gx)。 故 gx) 收 敛 于 
f (x) 二 》。 又 对 合 是 连续 的 ， 故 由 gq,( Xx ) 一 3》 推出 gq,(x)" 一 y”. 
qa(X ) 的 系数 是 实数 ，x" 二 Xx。 故 q,( x*)"==q,(X%)。 因 此 由 aq,(x) 
一 》，q(X*X) 一 2 得到》 一 2 

在 x 的 谱 是 正 实 数 ， 则 其 平方 根 y 的 谱 也 是 正 实 数 。 素 实 上 ， 
由 第 三 章 谱 映 射 定理 ， 有 

o(y)=0( f(x))=f(0(x))CH (0) C(O oo). 

( 2 ) 再 考虑 A 不 是 半 单 纯 的 情形 ， 这 时 不 能 保证 对 合 的 连续 

性 ， 为 证 明定 理 的 结论 引入 对 称 理想 概念 . 
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者 了 是 4 中 的 一 个 理想 ，xE7TI， 则 有 x”"Ec7TI， 这 时 称 工 为 对 称 
理想 。 如 果 4 中 有 对 合 ， 【是 闭 的 对 称 真 理想 ， 则 可 将 映射 x 一 2 
引 到 4/I 中 。 即 在 4/I 中 定义 对 合 ， 

(x)° = (x°). / 
由 于 了 是 对 称 的 ， 以 上 定义 是 有 意义 的 。 事实 上 ,车 x=》， 则 
(x ) 一 (》)"。 因 为 车 xx 一 》， 则 x 一 y EI，1 是 对 称 的 ， 所 以 
(y~x)"=y*— x* EI1, BT(y)* = (x)", : 

因为 A 的 根 R 是 对 称 的， 故 A/R 上 可 引入 对 合 ， 且 显然 4/R 是 
半 单 纯 的 ( 读者 自己 证 明 ) ， 因 而 对 合 映 射 x* 一 (Xx )" 是 连续 的 ， 

在 A 中 阁 有 ,一 》， 由 于 7 :4A 一 A/R 是 连续 的 ， 相 应 地 在 商 
代数 4/R 中 有 y? ,一 7。 由 对 合 的 连续 性 有 ( ? ,) 一 (?)"。 又 ys 一 
g,( x ) 是 自 共 绒 的， 即 y, 二 7,, 所 以 7=(y"),， 即 7》 一 y*ER， 
于 是 对 每 一 个 非 零 代数 同 态 ?9， 有 ?9(y 一 y")== 0， 

记 9 二 十 iv， 其 中 以 ==w*，0 二 vw*， 则 y= 二 ww 一 iV， 现在 证 
明 v = 0， 注 意 到 y= 二 XxX 二 ww 一 vy? 十 2iwy， 而 * 二 x*， 所 以 wv 二 
0 ， 即 y= 二 一 0*。 又 了》 一 y "二 2iv， 故 对 一 切 9 € A 有 9%(《v) 一 0. 
所 以 p(y 二 9(w*) 一 9(0*) 二 9(u?)。 又 P(y*) 一 9(%) 天 0。 这 是 
因为 p(x) 即 x (9) 的 值 域 o( x ) 不 包含 0 。 故 9(w:) = (9?( ww))? 
0 。， 即 对 一 切 9 € I.9( 4 ) 到 0 .也 就 是 & 不 属于 任何 极 大 理想 ， 
故 w ! 存 在 。 又 v= 二 wm1(wv) 二 0。 所 以 》=y"， 定 理 得 证 . 

在 以 上 定理 中 ， 若 将 4 是 可 交换 的 这 个 条 笑 去 撞 ， 定理 仍然 成 
立 。 下 面 讨论 这 个 问题 ， 

定义 9 者 4 是 也 -代数 ， 具 有 单元 和 对 合 ， 洛 XEA 且 xx* = 
x”xX， 则 称 x% 为 正规 的 。 若 SCA4 满 足 

(1)5S 可 交换 ， 即 st 一 他， 立 stE 39， 

(2)S "一 S， 即 若 sSES， 则 s" ES， 

则 称 S 是 入 的 正规 子 集 。 若 BCAh 满 足 

(1)B 是 正规 子 集 ， 

( 2 ) 若 CA4 是 正规 的 ， 且 C 汪 B， 必 有 C= B， 
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则 称 B 为 4 的 极 大 正规 子 集 . 
定理 25 A 是 8- 代 数 ， 具 有 单元 和 对 合 ，B 是 4 的 极 大 正规 
子 集 ， 则 

(1)B 是 4 的 闭 的 可 交换 的 子 代 数 . 

( 2 ) 对 于 一 切 xXE€B, os(Xx)=04(x). 

证 (1) 首先 证 明 以 下 事实 . 

若 xE€ 4 满足 xx' 二 x"x， 且 对 一 急 yE€ B 有 xyyx， 则 xE€ B, 

在 yEB， 则 >”E B。， 由 假设 xy 一 yx ,xy 二 y*x， 又 x"y 一 
(y"x)"， 所 以 x'y= 二 (xXxy") "二 yx", 

令 C 一 BUI{x,x*}， 由 以 上 假设 和 讨 沦 知 C 中 任何 两 个 元 素 可 
交换 ， 有 目 显 然 C*= 二 C， 所 以 C 是 和 A 的 正规 子 集 ， 又 B 是 4 的 极 大 
正规 子 集 ，C 二 B， 所 以 C= B， 即 x€ 3. 

再 证 下 是 子 代 数 。 

若 x,zEB， 证 明 x 十 zEB. 

(x+2)y=xytzy=yx+yz=y(x+z), YYyE€EB. 

(x 十 2) "(xX 十 Zz) 二 x "Xx 十 z*x 十 x*z 十 z*zZ 二 xx* 十 xz“ 十 zx' 十 zz* 

一 (Xx 十 Zz)( Xx 十 z)" 

由 前 知 x 十 z€ B， 向 理 可 证 axE€B，YYaEC, 有 xzE€B, 故 B 
是 子 代数 。 

最 后 证 明 B 是 闭 的 . 

议 x,E€B, 且 x, 一 x, 今 证 x*€B. 仍 利用 (1) 中 已 证 事实 ,因为 对 一 
切 y€ B， 有 xX,y= 二 yx,， 所 以 xy 二 yx， 又 在 上 面 已 证 明 此 时 有 x"y 
二 yx"。 今 取 》 二 X,， 得 Xx"x, 二 Xx", 令 n 一 oo 得 x"x 二 xx”， 由 此 
知 x€ B， 故 BB 是 闭 的 。 结 论 ( 1 ) 得 证 . 

(2)B 是 A 的 子 代数 ， 由 谱 半 径 公式 P(x) 一 3 x*1 


1 
nn 


车 pa(X)= 二 Pa(x)， 现 要 证 明 o4(x) 二 os(x)， 因 为 
04(X) 二 {4EC jx 一 he 在 A 中 不 可 道 }. 
os(Xx) 二 {4EC |x 一 4 在 8 中 不 可 着 } 
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BC4。 显然 ca(Cx ) 二 ao4(Cx )。 

为 证 明 c4(x) 二 ca(x)。 需 证 若 >EB 且 ?7-!E4A， 则 必 有 
>- :6EB。 仍 利用 (1) 中 已 证 事实 证 明 ， 

因为 yy "= 二 y"y， 且 由 e'= 二 ee*， 得 e =ee*。 所 以 e ==e*。 又 

y"(y "=(y !y)'=e'= ¢, 
得 (7 六 :一 (7 5 ， 所 以 

7 (2 六 = 一 (太一 (77 一 (7 

对 一 切 z2€ B， 有 yz 二 2y， 所 以 ，z 一 233 -1 一 》237 1 ， 即 2 12 
一 zy ”"。 由 (1) 和 加 y-'€8B. 

以 上 事实 说 明 ， 若 y€ B 且 在 和 A 中 可 逆 ， 则 必 在 B 中 可 逆 。 即 
大 4g os( xX )， 则 A4Eos(x )， 即 o4《% ) 汪 os( Xx)。( 2 ) 得 证 ， 

定理 26 4 是 B- 代 数 ， 具 有 单元 和 对 合 ， 若 xEA4 且 x = 二 x"， 
o( x ) 不 含 非 正 实数 ， 则 存在 yE€ 4 使 y?= x 且 y'= 3y， 

证 xE€A4A 日 x = 二 x"*， 作 和 的 所 有 包含 x 的 正规 子 集合 ,构成 
集合 .YM ， 

.MAz 一 {MxEM，M 是 4 的 正规 子 集 合 }。 
按 集合 的 包含 关系 ，.tV 为 一 个 半 序 集 , 在 .KK 中 任 取 一 个 链 


{Ms}， 作 【jjM,， 显然 【] M, 仍 为 4 的 正规 子 集 合 , 且 【] M， 


为 {M。} 的 上 界 。 由 Zorn 引 理 知 .MN 必 有 一 个 极 大 元 B。 则 B 就 是 A 
的 包含 * 的 极 大 正规 子 集 合 。 由 定理 25 知 B 是 可 交换 的 B- 代 数 ， 
且 cs( xy) 一 04(x)。 所 以 了 满足 定理 24 的 条 件 。 所 以 存在 >E 8B， 
使 多 = xx 且 ? 一 %"。 定 理 得 证 。 

顺便 指出 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 对 于 和 A 的 子 代 数 B 有 op(x)= 
04(x* )， 这 比 谱 半 径 P4(x )== ps(x) 更 有 用 。 洛 不 可 交换 的 B- 代 
数 中 包含 着 一 个 可 交换 的 子 代数 ， 保 持 谱 不 变 ， 往 往 可 使 在 可 交换 
的 3- 公 数 中 得 到 的 缩 论 ， 在 不 可 交换 的 B- 代 数 上 也 成 立 。 
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§ 4 .8 不 可 交换 的 Banach 代 数 


由 前 可 知春 在 共有 对 合 的 不 可 交换 的 B- 代 数 4 中 ， 可 以 作 A 
的 极 大 正规 子 集 合 B， 则 8 是 一 个 可 交换 的 子 代数 .本 节 研 究 在 没 
有 对 合 的 情况 下 ， 对 不 可 交换 的 8B- 代 数 ， 如 何 作出 一 个 可 交换 的 
子 代数 ， 
定义 10 A 和 A 是 8- 代 数 ， 上 共有 单元 ，S 是 4 的 子 集 ， 作 
TT'(S)={x€EA lxs=sx, Ys€S}, 
称 (S 为 S 的 换 位 子 (commutant ) 或 中 心 化 子 (centralizer)， 
定理 27 A 和 是 8- 代 数 ， 具 有 单元 ，SCA 且 5 可 交换 ， 则 
(1)3= 太 (六 CS)) 是 4 的 可 交换 的 子 代数 ， 且 B 二 5. 
( 2)0os(Xx)=04(x), VxXEB. 
证 《1 ) 自 先 证 明 对 A 的 任意 子 集 5， 厂 (S$) 是 4 的 闭 子 代数 。 
Xx，y ET(S)， 对 任意 的 :ES5， 有 
‘(xy)s=xs+ys=sx+ sy= s(x+y), 
(Xxy)s=x(ys)=x(sy)= (Xs)y = s(xy), 
(ax)s=a(xXs)=a(sx)=s(ax), 
所 Dx+yE€ET(S), xyET(S), ax€E TT(S), 
大 2 ET(S)， 且 x 一 XxX(n 一 oc )， 出 xX,5 二 sxX。， 得 xs 二 Sx， 所 以 
x€ET(S), 
因此 六 (5S) 是 4 的 闭 子 代数 ， 又 三 (CS)CA, 所 以 六 PCS)) 也 是 4 
关闭 子 代 数 ， 
再 设 S 是 可 交换 的 ， 证 明 厂 ( 厂 (S)) 可 交换 ， 
因 S 可 交换 ， 由 厂 (5) 的 定义 知 SCI(S)， 又 政 ( 厂 (5S)) 中 的 元 
素 和 六 4S) 中 的 元 素 可 交换 ， 故 一 定 和 SS 中 的 元 素 可 交换 ， 所 以 
六 4S) 一 六 PCS) )。 
令 C 二 (SJ)， 则 C 忆 T(C)。 设 x，y ET(C), 则 y€E€C。 由 三 (C) 
”的 定义 知 ，xET 厂 (C) 则 xy 二 yx， 这 说 明 厂 (C)= 二 (TT(S))=B 是 可 
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交换 的 ， 且 显然 B 导 S， 
(1 ) 得 证 。 

( 2 ) 与 定理 25 中 ( 2 ) 的 证 明 相同 ， 为 证 (2)， 只 需 证 明 ， 老 
>yCEB，y”E4， 则 >” 16 一 三 (三 (S))， 

为 此 只 需 证 明 ?>” ?和 栈 (S) 中 的 元 素 可 交换 由 y EB 知 ， 对 一 
切 Z2ET(S) 有 2 二 zy。 又 Z 二 ym"!iyz 二 y~!Zy， 所 以 zy"! 二 ym"!1z?。 即 
y ~!1€B。 故 o4(x) 二 os(x)。 定理 得 证 . 

例 设 4 是 B- 代 数 , 具 有 单元 和 对 合 , 设 xE4 是 正规 的 ， 即 xy。 
一 xXx"XxX， 取 S 二 {x，x"}， 则 S 是 可 交换 的 ， 按 定理 26 的 证 明 中 提 到 
的 方法 ， 可 作 包 含 S 的 极 大 正规 子 集合 B， 则 如 是 4 的 一 个 可 交换 的 
闭 子 代数 。 按 定理 27 也 可 作 B = 六 (PS))， 也 是 4 的 一 个 可 交换 的 
闭 子 代数 ， 由 大 (F(S)) 的 定义 显然 也 二 S。 容 易 证 明了 "一 B。 即 
B 也 是 4 的 正规 子 集合 . 

由 5S” 二 SS， 证 明太 (5) 二 厂 (5)"。 事 实 上 x,x* €5, 若 y ET (S)， 
则 xy 二 yx，x"y 二 yx ”。 所 以 y*x 二 (x"y)" 二 (yx")* 二 xy*”， 且 
yx 二 (Xy)" 王 (YX)" 二 x"y", 这 表明 y" ET(S), 故 (5S)= 厂 (5)*， 
因此 也 有 (TT(S))= 二 下 ( 厂 (S))*， 即 B 也 是 4 的 古 规 子 集 合 ， 但 
不 一 定 为 极 大 的 ， 

定理 28 设 A 是 B-~- 代 数 ， 具 有 单元 ，x，yE€A， 且 xy 二 yx， 则 

o(x+y)Co(x)+o(y), 
o(xy)Co(x)o(y). | 
证 令 S 二 {x，y}，B= 厂 ((S))， 由 定理 27 知 
Os(2)=04(z), yzEB. 
所 以 o(x 十 y) 二 04(Xx 二 Ty)=o0g(x+y), o(xy)=04(xy)= os(xy). 
因此 只 需 证 明 
Os(X+yY)ICo(X)+ os(y), 
Os(Xy)Cos(x)os(y). ~、 

由 于 B 是 可 交换 的 B- 代 数 , op(z) 就 是 Gelfand 变 换 z 的 值 域 ， 

人 人 
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(x+y) =X+y, (xy) = 
所 以 立即 得 出 所 要 结论 ， 

推论 2 ”者 4 是 B- 代 数 ， 具 有 单元 ， 工 .和 有 R， 分 别 表示 用 x 堪 下 
和 右 必 A 中 的 元 素 ， 即 L,，R, EB(A),， Ry=yx, Ly 二 xy， 令 C， 
=R,—L,， 则 o(C,)Co(x)— ol(x)., 

证 容易 验证 ， 在 B(4) 中 R,(-L,) 二 一 L,R,， 由 以 上 定理 得 
0(C:)Co(R,) 一 o(L,). 但 o(R,) 二 o(x)==o(L,) (读者 自己 证 明 )， 
即 得 所 证 ， 

定理 29 A 是 具有 单元 e 的 B- 代 数 ，B 是 4 的 闭 子 代 数 ，eEB， 
右 对 于 一 切 xEB，04= 一 C\o4(x) 是 连通 的 , 则 os(x)= os(x)， 

证 BC4, 故 os(x) 二 ao4(0x). 令 0 一 Cos(x) ， 则 QiC DOD，， 
co4(x)，ca(x) 都 是 C 上 的 非 空 紧 集 ， 所 以 4 、9s 是 开 集 . 又 
94n 9s 是 非 空 开 集 ， 94n 5 是 开 集 ， 有 Qf QC Ns, 0 5 
Cos, 故 


_c 
(Qf ODN DN Qa)=$. (12) 
下 面 证 明 : 
4= (4{) (8) U (Qa Ns ). (13) 


Cc mi 
因为 4= (02) UN fs) UYU CQ (Qs 0)), 


记 605 一 95 一 5， 只 需 证 明 

65 一 (14 
成 芯 。 取 4E 60OQs， 则 存在 4,.€ Qa， 使 得 4, 一 4， 由 .E02s 得 x- 
A,eEGa， 因 A4E Os ( 0 为 开 集 ) 。 从 而 x 一 he 4 G's. 但 x-1,e 一 x 一 
Ae。 所 以 XxX 一 AeE€6Gsp( Gs 的 边界 ) ， 乔 能 证 明 

Ca 人 1 Ga = (15) 
成 立 ， 则 由 x 一 Ae€6Gs 得 x 一 Ae#FG4， 从 而 x 一 ieEos(x)， 妈 1g 
24。 即 (14) 式 成 立 。 
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现 证 (15) 式 成 立 ， 用 反 证 法 ， 取 yE 6Gasf G4。 由 于 yE 5G 天 
存在 y,€ Gs 使 得 y, 一 y， 因 为 y,“!、y! 存 在 及 映射 y 一 y"! 的 连续 
性 ， 知 y,! 一 y-!， 故 {> 中 In 二 1，2,，…} 是 有 界 的 ， 又 

e 一 25127 一 ?5 (7 一 7) 一 0, 
所 以 存在 xn， 使 ee 一 y,“!y 上 之 1。 所 以 e 一 (e 一 yy) EGs， 即 
y,!yEGp: 故 ? 一 (7 17)EGs， 与 yE6Gs 矛 盾 (Gs 是 开 集 ) ， 
( 15 ) 式 得 证 . 
由 (12)、《13) 式 及 Q4 的 连通 性 ， 得 
0Q4= 14f| (8, 
从 而 PCOs， 又 由 于 CQoscCO4， 所 以 24 一 Gas， 定 理 得 证 。 

下 面 利用 以 上 事实 研究 B“"- 代 数 的 性 质 。 

定义 11 在 具有 对 合 的 B- 代 数 中 ，“x 之 0 ”是 指 x=x"” ， 且 
ox)IC(0, ~). 

定理 30 ” 若 4 是 B"- 代 数 ， 具 有 单元 e， 则 A 具 有 以 下 性 质 ; 

(1 ) 若 XEA，Xx= 二 x*， 则 ox)CR， 

(2 ) 若 XE€ A，xx" 二 x*x， 则 P(x)= 二 上 x 上 |， 

( 3) 车 yE€ 4， 风 p(yy)= 上 yl 上 :， 

( 4 ) 若 4u€A4，vEA 和 AA， 之 0，v 之 0， 则 ww 十 v 之 0， 

(5) 知 yyE4， 则 yy" 之 0 ， 

(6 ) 知 yE4， 则 e 十 ?7?"EG4 。 

证 (1)xEA,x 一 2 ， 则 xx" 一 xx。 可 作 4 的 包含 S 一 (xx )} 
的 极 大 正规 子 集 B， 由 定理 25 知 3 是 可 交换 的 了 -代数 ， 且 对 一 
切 yEB 有 cos(?) 一 4(y)。 再 根据 Gelfand-Naimark 定 理 知 ， 邵 和 


全 = cy ) 是 等 距 同 构 的 ， 且 若 x=x。， 则 全 =%* 二 %， 即 分 取 
实 值 。 又 y>E3B， 则 、 
0(y)=0s4(y)=08(y)= >》 (8), 
所 以 o(x) =x(Js)CR，( 1 ) 得 证 . 
(2)Pp(x)=supt{ 网 |4€o(x)}, 
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又 xx* 二 x*x，o(x) 二 %(Js)， 所 以 P(x)= 站 21 。， 又 B 与 3 是 等 
距 的 ，| % 上 。= 上 x 用。 得 P(x) 直上 

(3 ) 对 一 切 yYE4，?yy?y "是 自 共 斩 的 ， 根 据 (2) 得 P(yy”) = 
上 yy" 上， 又 4 是 也 "一 代数 ， 得 0732) 一 【2 

( 4 ) 因 为 (4v)*=w* 十 uo 二 wv， 所 以 十 v 是 自 共 轿 的 。 现 
只 需 证 明 o (wv)C(0，c), : : 

记 a 二 上 ,B= Vv 上， 由 4 宇 0 知 o(w)C(t0，)， 又 右 
AEo(u),， 则 罗 过 wi， 所 以 co(w)C(0，a)。 注意 到 ae 与 4 是 可 
交换 的 ， 所 以 

O(ae~—~u)Co(ae) +o(—WCT0, a), 
由 ( 2 ) 得 plae—u)= | ae—u <a, 
同 理 有 plpe~v)= lpe—~v! <h. 
令 7Y 二 gag 十 BP，w= 二 ww 十 v"， 因 
Ye—Ww 二 ae 一 十 be 一 vy， 所 以 
re~wl< jae—-ul 十 pe 一 oz 和 cc 十 OO=Y7 
由 此 知 c(Yye 一 W)C( 一 7Y，7)， 

o(w)=o(Te—(YTe—wW))Co(rYe)—o(re—w)C(0, 27), 
所 以 w= 二 uw 十 v 之 0， | 

( 5 ) 首 先 证 明 以 下 事实 ， 著 4 是 了 一 代数 ，xE4，?>E4， 则 
o(yx)Co(xy) U{0}. 

为 此 只 需 证 明 当 4 ) 时 1E0o(yx) 志 >4E0(xy) 即 可。 

右 存 在 z 使 得 (e 一 xy)z 一 Ze 一 X7) 一 6， 则 

(e—yx)(eit+yzx)= (e+yzx)(e—yX)=e. 
事实 上 ， 

(e—yx)(eT+yzx)=e—yxi+y(zx— XxyZx) 

—e—yx+y(e—Xxy)zx=e. 

(e+yzx)(e— yx)=e— yxX+y(2X— ZXxyx) 

一 < 一 2X% 十 yz(e 一 %y)X 一 e， 
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以 上 说 明 e 一 xy EG 所 访 e 一 yxE€0G. 
大 4 守 0，1E€0o(yx) > Nie—yx ¢ Gh 


<>1(e -Fx )¢6 


< 1 (¢ 一 于 ) 6G.<>1€0(xy). 


现在 证 明 y€ A， 则 yy* 之 0 
~、 记 X=yy. 显然 x 一 2 ”， 故 可 作 4 的 包含 x 的 极 大 正规 子 集 B， 
则 x 是 As 上 的 实 值 函 数 ， 由 / 


0 (Xx)=0p(x) 一 (48) 
知 ， 只 需 证 明 在 Js 上 * 之 0. 


因为 全 =C(Js)， 所 以 存在 z EB 使 得 2 二 向 -人 又 外 = 了 
一 Zz， 得 z =z*， 


令 W= 二 zy 二 # 十 iv， 其 中 ==w*，v 二 0*， 则 WwW” = 二 Ww 一 iv， 
Ww w=u Tiuv—ivutv:, ww’=u:—iuvt+ivutv’. 
于 是 wwtww = 2u 十 207. 
由 第 三 章 $ 3.9 谱 映射 定理 知 
ou =(0(W)) C0 0), 
且 (w*)* 二 w*， 得 w 之 0， 同 理 v: 之 0. 所 以 2w: 十 20? 之 0， 
ww’=(zy) (zy)" =zyy"z= zxz. 
又 zE€B，xE€B， 故 z 与 x 可 交换 ， 所 以 
WW ”一 Z2X 
又 zx 与 都 是 目 共 恩 的 ， 所 以 zx 是 自 共 恩 的 ， 
zx 一 (2)2X% 一 (|X| 一 X)22<0. 
事实 上 ， 若 * 二 0 ， 上 式 显然 ， 若 #% 之 0， 则 1%| 一 %=0， 于 
是 得 到 一 2*x 之 0， 
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由 (4) 得 w*w 二 2u: 十 2v: 十 (一 ztx) 之 0。 又 由 于 
oww’)ICo(ww) U{OCC0, oe), 

所 以 ww* 之 0， 即 z2x 之 0， 所 以 zx 之 0， 即 (2):*x 之 0， 所 以 
x 之 0， ( 5 ) 得 证 . 

(6 ) 由 (5) 知 oc(yy*)C(0， xx),， 故 一 140o(yy*)， 所 以 e 十 
2>》 "ECG4。 证 毕 ， 

定理 31 设 A 是 8B 一 代数 ,具有 单元 e ,B 是 4 的 闭 。 一 子 代 数 ， 
eE€B， 则 对 一 切 y€B 有 : 

vs(y)=04(y). 

证 只 需 证 明 xEB,x~!1E€Ah, 则 xXx":EB,，x 1E€h,， 即 xE€G, 
又 (Xx*)- 二 (x 1)*， 所 以 x* E Gs。 于 是 xx* EG4。 由 xx* 的 自 共 绒 
性 知 os(xx")C[0，c). 又 由 xx" 的 可 逆 性 知 ， 0 #0o4(xx'), 
故 o4《xx*) 忆 (0 ，)， 所 以 Q=C 一 on(xx*) 是 单 连通 的 ， 由 定 
理 29 知 o4(xx") 二 os(xx*)。 这 表明 xx*EGs。 所 以 (xx*)"!€8， 
于 是 x” 一 x"(xx")”《€B。 定 理 得 证 . / 


34.9 正 泛 图 


定义 12 4 是 B- 人 代数， 其 有 单元 和 对 合 ,F 是 4 上 的 线性 泛 函 ， 
在 对 一 切 xEA4A 有 FRF(xx ") 之 0 ， 则 称 F 为 正 泛 函 ， 

定理 352 A 是 8~ 代 数 ， 具 有 单元 e( el 二 1 ) 和 对 合 ， 则 A 上 
的 正 泛 函 F 具 有 以 下 性 质 ， : 

(1) F(x")= F(x) ， 

( 2) IF(xy°)| :S&F(xx’)F(yy'), 

(3) IF(x) :<F(e)F(xx’)<F(e) :p(xx"), 

(4 ) 若 xx*= 二 x*x， 则 jF(x)| 和 F(e)O(x). 

( 5 )F 是 4 上 的 有 界线 性 泛 函 ， 

证 (1) 和 在 xx，yEA，xEC， 则 

0<F((x+ay)(x’*+ ay))=F(xx°+ axy’+ayx"+ lal :yy°). 
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令 p 一 F(xx") 9g=F(27)，r 一 F(xy")，s=F(2x")， 则 得 


p 十 ar 十 cs 十 lal 2g 之 0. (16) 

取 c= 1 ， 得 p 十 r 十 s 十 q 之 0， 又 p 之 0, gq 之 0 ， 所 以 十 SCE 
人。 

取 w=i 得 p 一 ir 十 is 十 g 之 0 ,所 以 i( 一 r 十 s) ER， 设 r= 4 十 Di， 
s 二 Cc 十 di。， 由 以 上 绪论 得 

bd=0,—a+c=0., 
即 s 二 rr， 青 取 》== 1 ， 即 得 
F(x°)= F(x) . 

( 2) 大 ?二 F(xy") 二 0， 则 ( 2) 显然 成 立 ， 者 +r 0 ， 取 a= 
全 1€R， 代入 (16) 式 , 得 p 十 2t1r| 十 t*g 之 0 对 任何 :ER 
成 立 。 故 1r+1: 一 pq 0， 即 得 ( 2 ) 的 结论 . 

( 3) 在 (2 ) 中 取 y=e， 得 

IF(x) :EP(e) F(xx"). 

为 证 第 二 个 不 等 式 ， 令 tpP(xx*)， 显然 te 一 xx* € A 是 自 共 思 
的 ， 且 te 和 xx* 可 交换 利用 定理 28， 得 o(te 一 xx*)Col(te) 一 
c(xx*)。 因 为 o(te)==t,2(Cxx*)< 过 :， 所 以 o(te 一 xx") 含 于 右 半 开平 
面 ， 由 定理 26 知 ， 存 在 WE€A4A， 使 Ww 二 w* 且 w= 二 te 一 xx*， 所 以 

OF(unu)=F(u’:)=tF(e)— F(xx"), 


即 F(xx" )<tF(e) 
对 一 切 >P(xx*) 成 立 。 所 以 
F(xx")<F(e)p(xx" ), 


(4 )xx"= 二 x*x。 册 定理 28 知 o(xx*)Co(x)o(x'), 于 是 P(xx"*) 
P(x)P(x*)， 又 14Eo(x) 当 上 且 仅 当 4Eolx*)， 故 P(x*)=P(x)， 
由 ( 3 ) 得 

IF(x)| *<F(e)*P(xx’)<F(e) p(x). 
即 [FC 二 Fe)o(x)， 
(5) 令 4A, 二 {XE€ 4 二 x*}， 因 A 中 有 对 合 ， 故 任 给 xEA， 有 
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XxX 二 十 iv， 其 中 w= 二 ww*，5 二 2”， 所 以 A 二 A 十 iA&A.， 易 见 A, 和 和 iA4, 是 
实数 域 上 的 线性 空间 ， 

令 Y= 二 4,XiA,， 在 其 上 定义 范 数 ， 

(a, 过) 上 十 a 十 全 5b， 
则 YY 为 一 个 Banach 空 间 。， 将 4 也 姥 成 实数 域 上 的 线性 空间 ， 定 义 映 
射 4，Y 一 人 如 下 ， 
A(a, ib)= a 二 ib, 

则 A 是 了 到 A 上 的 线性 连 续 映 射 。 由 开 映 象 定理 ,存在 6>0 ， 当 
x 之 6， 存 在 (u，iv) EY， 使 得 4(u,，iv)=x, 县 上 (wiv) 
<1。 即 | 
x=utiv, 且 和 wj + v1, 


任 取 xE€A，x 史 0， 考 在 x， 则 存在 x;，x: € 4,, 使 


[x1 

得 x 一 x1 二 ixs， 且 Tx 上 二 1 x11。 多 
* = x ti 3 | to, 

且 lul+tlvl<— 1x1. 


三 一 了 。 以 上 绪论 归纳 为 

存在 Y>>0 ， 使 得 4 中 的 每 个 元 素 x 都 可 以 表示 为 

xX =X 二 ix,, 

其 中 x,，x2€4,, 且 上 x 上 十 上 x; 和 7Y 有 x]. 

先 证 明 泛 函 F 的 有 界 性 。 痢 F(e) 二 0， 则 由 (3) 知 ， 对 一 切 
x EA4 有 PE(xz) 一 0。 故 BF 有 界 。 因 此 我 们 假设 F(e) 冯 0。 不 失 一 般 
性 ， 不 妨 假设 Fe) = 1， 今 将 BF 限制 在 4. 上 ， 记 为 ja。 由 于 A， 
中 的 元 素 是 正规 的 ， 由 ( 4 ) 知 

IF(x)| <F(e)P(x)<F(e) xl。 

所 以 上 上 Fl; 时 F(e) 二 1， 又 eE 4,， 所 以 Fi, 上 = 1， 即 F 14 
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是 范 数 为 1 的 实 线性 泛 函 ， 又 4A, 在 A, 中 稠密 ， 故 可 将 F 开 拓 到 44， 
上 ， 得 到 4A. 上 的 泛 函 四 ， 且 1 上 G1 = 1， 
现在 证 明 ， 若 >E4,.fii4， 则 @(>)=0。 事 实 上 ， 若 ?6 
A,， 则 存在 u, € A, 使 得 u, 一 y， 又 yE ji4,， 则 存在 vv.EA, 使 得 iv， 
一 7y。 所 以 一 2，0 一 一 六 ， 即 z 十 一 10。 
由 (3 ) 得 ，0 < |F(w,) :SFGe)FCUU ) 一 FCL)， 又 FCos ) 
一 Fosoi) 之 0， 所 以 0 委 EGFR )s 安 F(U2 十 os2)， 再 由 
《4) 知 ，0 委 |E4uJl ?SRF(u,* +0 *)SEF(e)Pu, :+tv,) Sv,’ 
+v.*l—0, 
于 是 得 到 limF (us)= 0 . 


义 F(W) 二 DD(U) 且 Wy， 故 得 中 (y) 二 0， 

任 给 XE€A，x 可 表示 为 x 二 wu 十 iv，u，v€4,， 另 一 方面 ， 存 在 
XI ~X2 EA, 使 得 x 二 x 十 ix: 且 | X1 | 十 | x; | 和 Y | Xi， 即 xi 十 
ix: 二 尼 十 iv。 或 x1 一 Ww 二 i(v 一 Xx;). 而 x1 一 WE Ah ,i(v—x:)E€ 
iA,。 因 此 有 Xx1 一 w€ A 站 iA,，i(v 一 Xx:) EA 站 i4,。 所 以 B(x 一 
WW)=0, DBD(i(v—x;))=0， 即 

F(W)=B(W= DX), F(v0)= (Vv)= D(X;). 
最 后 得 到 
IFOO < IFCOO! + IFC)] = 加 人 xD + D(x:)) 
<lxili+lx <r1x1， 
故 F 是 有 界 的 。 定 理 得 证 。 

这 个 定理 说 明 ， 关 fF 是 正 泛 函 ， 则 F 一 定 是 连续 的 。 和 

推论 3 若 4 是 可 交换 的 ， 则 | FE =F(e). 

证 任 给 xE4A， 则 xx "一 xx， 由 上 定理 中 结论 ( 4) 知 IF(x) 
<F(e)p(x)<F(e)1x1. 又 IF(e)| =Fle) el, 所 以 上 Pl 
F(e). 

推论 4 洛 对 任意 x€ A 有 上 x 8x ， 划 上 Fl 亏 
p'*F(e)., z 
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证 ”由 上 定理 结论 ( 3 ) 知 
[F(x)| :SF(e):P(xx") 
又 p(xx" Exx 和 1x11x 1 <Alxl .iB IF(x)) 
<F(e)B' 1 x1， 即 
| FI <6 ?P(e). 

推论 5 阁 A 是 B"- 代 数 ， 则 上 F | 二 F(e). 

证 A 是 B -代数 ， 由 定理 30 结 论 43 ) 知 p(xx*)== 上 x 上 ?， 再 
根据 定理 32 结 论 (3) 得 IF(x)| :<F(e)?: 上 x ?。 即 F(x)| 二 
F(e) 上 x 上. 故 上 Fj】 二 P(e)， 

定理 55 大 A 是 B"- 代 数 ， 具 有 单元 e，z€ A， 则 必 存 在 A 上 
的 正 泛 函 F， 使 得 F(e)= 1,， 且 Ffzz*)= || zl:. 

证 令 4.={xE4|x=x"}， 则 4. 是 实数 域 上 的 线性 空间 ， 4， 
也 称 为 4 的 实 部 . 

先 在 A. 上 作 正 泛 函 ， 然 后 再 推广 到 A 上 , 邻 P={xEA4lxZ>0} 
一 {xX€4|lx=x"、 且 o(x)C( 0，c)}。 显然 PCA,， 且 若 wEP， 
JEP，c 之 0 则 nw 十 v€P，cuE€P。 此 时 称 P 为 一 个 锥 形 。 由 定理 
30 基 ， 对 一 切 xXE A， 有 Xxx*EP，x*xE€P， 又 e EP， 今 在 4. 上 作 
一 个 线性 泛 函 f ， 满 足 f(e)= 1 ， 且 对 一 切 xEP， 有 f(x) 之 0. 

令 M, 二 [e，2z') 二 {ae 十 Bzz* lx，PER}CA,。 若 e 与 zz* 线性 
无 大 ， 则 MM, 是 二 维 的 ， 否 则 MM, 是 一 维 的 ， 

先 定义 J: M, 一 尺 如 下 . 

f(ae--Bzz’)=ai+pBl zz* |. 

这 样 定 义 的 f。 是 有 确切 意义 的 ， 事 实 上 , 若 e 和 zz* 线 性 无 关 ， 
则 显然 定义 是 唯一 的 。 车 zz* 和 e 线性 相关 ， 则 存在 cER， 使 得 
ZZ "一 CE。 符 ce 十 Exzz 一 ce 十 DB zz*， 则 有 a 十 Bc 二 a’ 十 Bc， 故 

f(aet+pPzz*)=at+pPe=a’ +p’ c=f,(a'etp’ zz"). 

显然 如 是 实 线性 泛 函 ,fo(e)= 1 ,f(zz°)= 上 zz 有 ==]z |*. 
现在 证 明 在 Pin Mo。 上，f。 之 0。 先 证 明 zz* 中 Eo(lzz*)c(0， 
ec)， 因 为 422" 之 0。 故 0(zz")CL0，cc)。 又 zz" 是 自 共 轿 元 素 ， 
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可 作 和 的 包含 zz 的 极 大 正规 子 集 B，B 是 可 交换 的 。 一 子 代数 ,所 以 
o(z7°)=22° (IA)。 由 Gelfand- Naimark 定理 知 | zz* 有 ,= 
| zz” 下， 又 zz" 是 紧 T, 空 间 I 上 的 连续 孟 数 ， 故 至少 存 在 一 个 
pEA, 使 zz*( 9 ) 达 到 其 极 大 值 , 5 册 
| zz2°C®) | = [zz" |.. 

所 以 | zz* || €o(zz°). ~、 

再 考 典 oc(ae 十 pzz"). 因为 ze+Pzz" 是 日 共 轿 的 ， 故 ae 十 bzz ” 
的 值 域 就 是 o(ae 十 Bzz* ). 又 ze 十 bzz。 = de 十 pzz°. 又 存在 PE 
使 | zz 2) 有 三 | zx 外 。== zz" 上， 所 以 

| (ce 十 bzz m1 =at+Bl zz" |， 

邹 c+TOlzz EcoGce 十 pzz )， 这 表明 ， 若 xEMe， 则 加 (x) E 
xxX)，。 故 若 xe EP 站 Mo， 则 ju(x) 之 0 

现 将 fo 扩张 到 A, 上 .假设 1。 已 扩张 为 实 线性 泛 函 fj, ，M ,一 R. 即 
MCMCA,， 当 xE€M, 有 f1(x) 二 f(x) ,而 且 在 PM 上,j 之 0. 
若 Mi 为 A,， 设 yE A,~\M1, 令 M; 二 (Mi, y]={x+ay kxEM xzE 
尺 } , 今 将 1 扩张 为 M, 上 的 线性 泛 函 f,， 定 义 f,:: M, 一 R 如 下 ，f, 为 
线性 的 ，f,(x 十 ay) 二 f(x) 十 gf;(y)， 又 f, 是 f1 的 扩张 ， 故 f(x) 
=f,(x)., y 为 一 固定 元 素 ， 故 f,(y)=c. 即 定义 f,(x 十 ay)= 二 f(x) 
十 ac。， 现 确定 实数 c， 使 得 在 P 门 M, 上 上, f, 之 0. 

令 E’ = 二 Mi [i (y—P), E’=M,( (y+P)， 到 x’ EE’ ,x’€EE’, 
则 x 二 y 一 p，pEP，x” 二 ?十 qqEP。 又 P 是 锥 ， 故 (y 一 x’) 十 
(x” 一 y) 二 pt+q 二 Xx” 一 Xx/ EP.。 又 x’，x”E€M,， 而 Mi 是 子 空间 ， 故 
X 一 和 <EMi 所 以 x —x’ EP Mi, ， 由 此 帮 (xz 一 % 之 0， 即 
f1 (x ) 二 J1(x”)。 这 意味 着 ，x’ EE’。f1(x’) 有 上 界 , x” EE”， 
fi1(x”) 有 下 界 ， 且 59B ,f(x’) 之 内，f(x*)。 故 存在 cE 尺 合 
得 

f1(x’)<cSf x), Vx EE’, x EE’. 

取 这 个 c 作 为 f: (7 的 值 ， 即 定义 fs (x 十 cy)= 抽 (x) 十 cc。 现在 证 
明 这 样 定 义 的 思 ， 在 M;[1P 上 一 定 有 fj, 之 0. 大 x 十 yEP, 则 一 xE€ 
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y 一 P, 故 一 xE(y 一 P) 几 Mi 二 B/， 所 以 f,( 一 X) 一 f1( 一 x)<<c， 即 
1,(x) 之 一 c. 由 此 知 

fs(x 十 9) 之 一 c 十 fj(?7) 一 一 c 十 c= 一 0 . 
大 x 一 yE€P， 则 x €y 十 P， 故 xE(y 十 P) 由 M= 二 EBE”， 所 以 f,(x) 
一 jx) 之 c， 所 以 

1(x 一 y) 之 C 一 j (7 ) 一 c 一 c= 0 . 
即 若 x 十 y EP 则 f(x 十 y) 之 0 ， 若 x 一 y EP, 则 f,(x 一 y) 之 0. 


任 取 x+ay€ PN M:， 著 c>0， 则 zx 十 cy 一 c( 二 x 十 ?)， 
f(x+ay)=afs(=x+y )>0 ,者 c< 0， 则 x 十 ay== 


一 C (- 二 : 一 > )， 1:(x 十 ay) 一 一 cf 人 (一 二 x 一 > ) > 0 。 行 = 0， 


y2(x 十 ay) 二 Ja(x) 二 f(x) 之 0 因此， 在 PN Ms: 上， 思 志 0. 

以 上 事实 说 明 ， 定 义 在 M。 上 的 线性 泛 函 4。， 满 足 在 PN M。 上 
fo 之 0 , 若 能 扩张 到 M: 上 ,而 M, 头 4.。 即 Mi 外 还 有 元 素 ?， 刚 由? 
与 M ,作成 子 空间 M;， 必 可 将 fo。 再 扩张 到 M; 上 ， 得 f,， 且 在 Pf M， 
上 ，f, 之 0.， 

再 考虑 1 ，M。 一 尽 , 其 中 M,CM。CA, . 思 满 足以 下 两 个 条 件 ; 

了 。 | 一 1 ， 
在 PN M。 上 ,jf. 之 0，。 | 
研究 集合 MV 二 {f。,M。}， 则 按 集 合 M ,的 包含 关系 ，.HU 为 一 半 


序 集 。 在 .YY 中 任 取 一 个 链 {f。',M.)}， SM= Um.. 由 于 Me。 
的 包含 关系 M 仍 为 一 子 空间 ， 则 得 定义 在 M 上 的 线性 泛 函 了 ，(]， 
M) 即 为 链 {f。 ，M。,'} 的 上 界 。 且 显然 泛 函 1 满足} lw. 一 fo， 且 在 


PII1M 上 之 0 .由 Zorn 引 理 ,. 奴 必 有 一 极 大 元 吾 ， 平 是 得 到 定义 在 
4, 上 的 实 线性 泛 函 j:， 4, 一 尺 使 得 1 lu. 一 f。， 在 PN W, 上 f 之 0。 于 
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是 1(e)=f0(e)= 1, f(z22°)=f0(zz°)= | 2 人 2 

最 后 再 作 A4 上 的 线性 泛 函 ， 若 x EA， 则 x 二 wiv，w,v€4h,. 

定义 F，A 一 C 如 下 ; 
F(x)=f(u) +if(v)., 
则 显然 F 满 尼 F(x 十 y) 二 P(x) 十 F(y), 旦 对 gER 有 F(ax)= aF(x)., 
再 证 明 F(ix) 二 iF(x)， 事 实 上 ， 
F(ix)=PF(—v-Fiu)=f(—v)+if(u) 

=if(u)—f(v)=iF(x), 
即 FP 是 复数 域 上 的 线性 泛 函 ， 旦 当 xEP 有 F(x)= F(x+i0)=1(x)> 
0 。 即 F 为 正 泛 函 ， 显 然 

F(e)=f(e) 二 1，F(zz")= 二 f(zz")= 二 1z1:。 定理 得 证 . 

定理 34 A 和 是 B"- 代 数 ， 具 有 单元 e( el 二 1), 阁 WEA， 关 
0 ， 则 存在 Hilbert 空 间 H, 及 A 到 B(H,) 的 同 态 映 射 T,, 油 足 

(1)T,.(e)= 1, / 

( 2)T,(x°)=T,(x)’, x€A, 

《3)17.(x) 1 和 xf1，xcA4， 

(4)1 Tw = 1ul., 

证 由 定理 33 知 ， 存 在 4 上 的 正 泛 函 F， 使 得 F(e)= 1， 
F(u°u)= | wl *, 

对 于 a，bE A 定义 (aq，b) 一 F(b*a)， 显然 (a，b) 关 于 a 为 线性 
的 ， 关 于 b 为 共 轿 线性 的 ， 匡 由 定理 32 知 性 ，a) = a， 区 故 《a， 
b) 为 A4 上 的 装 内 积 . 

令 Y={y€ Aly, y)= 0}. 易 证 Y 是 4 的 闭 子 空间 ， 事实 上 ， 
知 y1， YiE€Y,， 有  . .|. 

Cy 1 十 ?2，y1 十 792> 一 《31 二 ya) | Cy y1)+ Cys, 

ys ), | 
利用 定理 32 中 ( 2 ) 知 四 

0 [yy, yO Ey yys,y2)= 0. 

同 理 (ys，3 1.) 二 0 收 信 1y1，y 1 十 y2)》 二 0， 即 yy 1 十 ys EY， 
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若 yEY, aEC, 则 Cay，ay) 二 aaly，》) 二 0 .所 以 cyEY ， 
骨 性 YY 是 闭 的 设 y. EY， 且 yy, 一 y。， 由 《y,，y,) 二 0 及 正 泛 酒 的 
连续 性 (定理 32 中 ( 5 7) 得 y。EY。 即 Y 为 4 的 闭 子 空间 ， 
作 4/Y= 一 {a =a 十 Y loE4}、A4/Y 为 线性 空间 ， 在 其 上 定义 内 
积 》 中 
‘a, b=g, b=F(b’ga). 


这 样 定义 的 内 积 是 有 意义 的 。 事 实 上 , 车 a。=a1，b= pb， 出 
a1 =a 十 y, b, 二 by ， 故 

ka, bi =a,, bi y=<at+y, b+y’ =<0, b> 十 《a,y > 十 
Cy, b+y, y’ >. : 

由 定理 32 中 ( 2 ) 知 (a，y)= 二 (Y= 二 (y，y’)= 二 0 .所 以 


al, b=Ca, b=<a, b). 

因此 A/Y 是 一 个 内 积 空间 ， 其 范 数 为 1 a 上 =F (a*a)! 3。 将 
A/Y 完备 化 即 得 我 们 所 机 的 Hilbert 空 间 H,. z 

容易 验证 了 是 4 中 的 左 理 想 ， 意 即 xE4，yEY， 则 xyEyY， 
事实 上 ，yEY， 则 (人 7，y?>= 一 0。， 而 

0 xy, XxXy)=F(y"x XxXy)=Cy, yxy ELYy, yx'xy, 
x X72> 一 0 
所 以 (xy，xy)= 二 0， 即 xy €Y., 

下 面 定义 4A/Y 到 互 , 的 上 映射， 对 于 每 一 个 XE4， 定 义 SCx):， 
A/Y 一 HH, 如 下 : 

s(x) a 一 (xd ) | 

注意 到 Y 是 左 理想 ， 这 样 的 定义 是 有 意义 的 。 因 为 若 41=a ， 即 
ai 一 4 十 y，?7EY， 则 


s(z)ai 一 (xai) 一 (x(a 十 ?))=(xa 十 zy) 一 (xa) 一 SCx) 4. 
现 证 明 s(x) 是 有 界线 性 算 子 。 容 易 验 证 s(x) 是 线性 的 。 


s(x)(a+b)=(x(ait 5)=(xa)t(x b) 
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和 各 
一 SCX) G 十 SCx7 
s(x)(aa)=(x(a0)) =a(xa)=as(x) a. 1 
再 证 s(x) 的 有 界 性 . 
| s(x) a 1 :一 | (xa) | 2 = (xa, xa)= xa,xa)=F (a*x*xa). 
考虑 泛 函 ”GG (x)= 二 F(a"xa)， 则 G(x) 是 线性 的 ， 由 G(x*x) 二 
F(a*x*xa )= 1 s(x)a 1 :之 0 知 G(x) 是 正 泛 函 . 
F(a’x*xa)= IG(x"x)| <G(e) I xx =G(e) lt xh *. 
: ( 根 旭 定理 32 ) 
即 lsCx)a I*:<rlara) lxl:=1al:lxls.  : 
所 以 | s(x) I <Ix). 
s(x) 是 A/Y 一 H. 的 有 界线 性 算 子 ， 由 于 A/Y 在 H, 中 稠密 ， 族 
可 将 s(x) 唯 一 地 扩张 为 且 , 到 五 ,的 映射 T,(x)， 即 T,(x) EB(H.), 且 
1T,(x)1s 和 1x[。 即 得 (3 ). 
这 样 ， 对 每 一 个 x*EA， 相 应 的 有 T(x) EB(H,.), 且 有 T,(x) 1 
委 | 儿 x 儿 ， 这 个 x 一 T (xz) 的 对 应 显然 是 代数 同 态 ， 
又 了 T,(e) a=ea 一 a ， 故 T,(e) 一 IT， 即 (1) 得 证 ， 
再 证 (2). 若 a，b EA/Y， 则 
CT,(x*) a, b 一 (Xea， b 一 《xeg， by=F(b*x"*a) 
=(a, xb)=(a ,xby=Ca, Tx)D=T, (x) "a, b> 
所 以 T(x")=T,(x)", 
这 表明 x 一 T,(x) 保 持 对 合 。 又 
IT 1 >1T()e 1:= 1uel? 
一 21: 一 人 w=FW)= 1 u1:, 
再 由 上 7T.《x) 有志 上 x 上 得 Tw) == 上 wl。 即 得 ( 4 )， 定理 得 
证 ， 
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定理 35 设 A 是 B"~ 代 数 ， 具 有 单元 e( 上 el = 1)， 则 存在 一 
个 从 A 到 B(H) 的 闭 子 代数 上 的 等 距 * 一同 构 ， 其 中 为 适当 选取 的 
Hilbert 空 间 . 

证 ” 令 五 是 定理 34 中 的 所 和 构造 的 Hilbert 空 间 互 .的 直 和 。 名 


H= {7 人 ] 之 | rz:<c<)}。 
其 中 zo 为 vz 在 H, 上 的 坐标 ， 上 上 ru | 表示 瑟 , 一 范 数 。 
在 H 上 定义 内 积 
(v ,, v2)= > <AV, Tvs>, v1, vs EH, 
l/s 


则 Io1=| Slr.ol!| 


容易 验证 H 是 Hilbert 空 间 ( 读 者 自 证 ). z 
对 每 一 个 xE A， 令 T(x) 是 H 一 五 映射，: 它 在 ,上 的 坐标 按 下 
式 定义 ， | 
TT(X)v)=T,(x) (Tv), vEH. 
其 中 T,(x) 由 定理 34 给 出 
Tx Ro) Nv T(x) <I rv xl 


1T(x)o1 := > Tr,(T(x)v) 1 


<( > rv) 1xl:= lvl lxl 
所 以 | T(x) lxl. 
另 一 方面 ， 取 "6E 五 满足 . 


rv={ 0 4 关 X， $ 
Ee， 二 xX《e 为 H; 中 的 单元 )， 
则 
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| yo ， 
TT(X)v) = T,X) Tv) (ee 本 

又 17.(x)e1=1xel=1x1=1 xl1， 
即 对 所 取 的 g 有 1 T(x)o1 一 1x1， 又 和 oo 下 = 。 所 以 ‖Tx| > 
|x1.， 因此 有 Tx == x1， 

再 由 于 T, 保 持 代 数 运算 ， 保 持 对 合 ， 所 以 T 是 4 到 B(H) 的 等 距 
# -一同 构 ， 证 毕 . 

这 个 定义 说 明 ， 每 个 B"- 人 代数， 都 是 某 个 Hilbert 空 间 上 有 界 
线性 算 子 的 闭 一 子 代数 . 

定义 15 ” 设 X 是 线性 空间 ，CCX 是 凸 集 ， 若 凸 集 BCC 具有 以 
下 性 质 : 

芒 XEC,， yE€C, 0 <t<1, Htxt+(1—t)yE€B, 则 x€B, 
7EB， 则 称 B 为 C 的 极 子 焦 ， 

若 C 的 极 子 集 只 售 一 点 p， 则 称 p 为 极点 (extrime point。 即 若 
XEC，yEC，0 < 之 t 之 1， 使 得 p= 二 tx 十 (1 一 t)y， 则 必 有 x=y= 
了 ， 


WX 


定理 36 ”A 是 可 交换 的 8B- 人 代数， 具有 单元 e 和 对 合 ， 设 K 是 A 上 
所 有 正 泛 函 F 的 集合 ， 且 FF 满足 F(e) 志 1 (F(e)= Fl)，LJ 是 A 上 


所 有 非 零 代数 同 态 的 集合 ， 若 x* 二 Xx(x€4)， 则 K 的 极点 集合 extK 
与 /U1{0} 等 同 ， 即 extK= /U1{0}. 

证 首先 指出 K 蚌 凸 集 ， 因 为 若 F，G EK, 令 h= 二 tF 二 (1 一 1)G， 
其 中 0 < 之 t 之 1， 最 然 h 为 正 江 函 . 又 F(e) 坊 1， G(e) 才 1 .而 h(e) 
一 tF(e) 十 (1 一 )G(e) 志 t 十 (1 一 全 1， 所 以 hEK，。， 故 K 为 古 
集 , 

又 显然 0 EextK， 因 为 疹 0 = 二 tF 十 (1 一 地 G， 则 必 有 F= 0， 
G= 0. 

记 4 的 根 为 N， 即 N= {x€A | * 二 0}， 若 FEK， 则 必 有 F1x = 
0 ， 因 为 若 XEN ， 则 X= 二 0， 又 F(x) 坟 FF (e)P(x)， 而 A(x)== 
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1 > 1 = 0。 故 F(o)=0。 | 

今 定义 FR， A 一 C 为 F( % ) 一 F(2)， 由 FT 一 0 知 以 上 定 
义 是 有 确切 意义 的 。 事实 上 ， 若 了 一 *， 则 y 一 xEN、 于 是 F(x) 
一 F(y), 即 F(x)=F(y). 

ACC(A). 由 全 一 交 知 、 若 信 E 售 则 公 E 仿 即食 是 自 共 
扳 的 。 又 e E 4 同时 A 可 分 离 点 即 若 P 志 Pp，P，$E JA， 则 必 有 
和 使 (8) x x (p). 由 Stone~Weierstrass 定 理 知 子 代 数 A 在 
C(C-1 ) 中 是 稠密 的 ， 又 

(Co = IF(X)| <F(e) PA) ST x 


所 以 1 F 下 <1.， 

x 一 x 保持 所 有 代数 运算 ， 故 是 线性 的 ， 即 天 是 子 代数 全 上 
的 有 界线 人 性 泛 函 ， 故 可 以 将 了 扩张 到 C(-) 上 ;， 于 是 由 Riesz 表 示 
定理 知 ， 存 在 着 .JJ 上 的 正则 Borel 测 度 4， 使 得 


F(x)=)| xdan， 


AAA 


Elel=1FI. Fx)= P(X)=| an. 


又 AI)=| 1: dh=| 。 d4= F(e)=F(e)= | PT， 


IE(x)| = F(x) <F(e)p(x)=F(e) | x 1 
所 以 81<F(e). 又 1 FP1 之 I[F(e)| =F(e)， 记 以 
IF!I=1FI=r(e). 


于 是 得 4(J)= 上 P= 14 上， 即 4 之 0，4 为 正 的 正则 Borel 测 
度 . 
记 M 为 A 上 所 有 正 的 正则 Borel 测 度 4 的 集合 , 且 1 过 1 (0 即 
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HW( 仆 之 1)， 以 上 利用 stone-weierstrass 定 理 和 Riesz 表 示 定 理 
知 ， 对 于 每 一 个 FEK， 存 在 唯一 的 4€ M， 使 得 


F(x)= | xan, 有 BljX1=1FI., 
反之 ， 由 HE M， 定 义 


F(x)=| x dy 
显然 了 是 线性 的 ， 且 


人 FF 人 八 AAA 人 和 入 
F(x°x)=| x" xdu=| xexdlu 一 | xXX de=| 1x1 :dL 之 0， 
4 4 4 4 


好 玉 为 正 汉 肖 ， 所 以 
I Fi =F(e)=4(/I)= L111, 
故 FEK. 
以 上 讨论 类 明 K 与 M 是 1 ~1 对 应 的 ， 且 保持 代数 运算 。 即 车 
Ui, HL: EM, FI, FPF,€EK, BAGOP, HeoF,, MMeal, + Bi, 
QF 十 BF,。 故 若 LE extM 昌 LerF， 则 FE extK， 这 是 因为 LF， 
YeG 则 aH 十 (1 一 a)YeraF 十 (1 一 0)G， 又 显然 0 EextM。 事实 


上 ， 在 上 Li ， /CNM， =al,T(1 ~—a)L:,, 则 必 有 4&, 二 Liz 一 0 。 
令 6。 表 示 集 中 在 一 点 ?上 的 测度 ， 即 
0, PEW, 
3,(w)={ 
1], Ew, 


则 替 4E extM， 必 有 PE 4J， 使 得 4 一 5。。 因 为 若 不 然 ， 则 可 将 4 
分 成 w/ 和 w” 两 部 分 ， 使 得 4(w’)>>0，4(w/)>0,48 可 品 守 为 
Ww ，Ww” 上 4 的 线性 组 合 ， 与 4E extM 耶 居 , 又 车 4 二 和 6,，，A 之 1， 
则 有 
HH=a. 0 十 (1 一 Cc76。 
所 以 LG extM。， 这 表明 若 4 EextM， 则 有 4 二 6。。 
及 之 ， 旺 然 6. EextM， 所 以 
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extM= {0} U {6, ipE -个 ， 
又 8.<—> F(x)=| * dbl, = % (9)=9(x). 所 以 


extM={0}UA. 定理 得 证 ， 

定理 37 4 是 可 交换 的 B- 代 数 ， 具 有 单元 和 对 合 ， 天 是 4 上 所 
有 正 泛 函 BF 的 集合 ， 满 足 F(e) 委 1. 若 FEK， 则 下 列 各 命题 是 等 
价 的 : 

(1)F(xy)=F(x)F(y), Vx, y€A. 

( 2 )F(xx")=F(x)F(x" ), YYxEA, 

( 3 )FPE extk, / 

( 4)F(x"xy)=P(x"x)F(y), VYx, y€ A., 

证 (1) 一 ( 2) 是 显然 的 , 

(2)—(3). 

F(xx") 二 F(x)F(x*)， 所 以 F(e)==F(e)*， 即 或 者 F(e) 二 0， 
或 者 F(e)= 1.， 

若 F(e) 二 0。 由 于 Fj=F(e) 二 0, 故 F= 0， 所 以 FE 
extKk., : 


车 F(e)=1. 令 F= Er, FP,, FEK, XP(OS1, 


F,(e) 二 1， 且 F(e) 二 1， 故 有 F1,(e) 二 1.。 现在 证 明 ， 若 F(x) 二 0， 
WIE,(x)=0. IF,(x)l *<F.(e)F,(x’x). , P(x°x)+F,(x"x) 
一 2F(x*x)， 又 F(x"x) 之 0 ,所 以 F,(x*x) 二 2F(x*x). 故 
PC) ?F(xx)<2F(x"x)=2PF(x") F(X). 
因此 F(x) = 0 . 
因为 F(y 一 F(y)e)= 0 ， 故 Fi(? 一 F(?)e)= 0 ， 即 对 一 切 y》 有 
Fi(y) 二 F(y),” 同 理 可 证 Pi:(y) 一 FE(7)， 所 以 RE extK,， 
《3 ) 一 (4)， 、 ~ 
设 xE A 满足 上 x"xji 过 1 , 则 e 一 x*x 二 1 一 x*x. 因 为 x*x | 
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<1， 则 x*x 的 值 域 x*x(-1) 在 单位 圆 内 ， 故 o(e 一 xx) 站 (一 ce， 
0 ] 一 几 ， 又 e 一 X"xX 是 上 月 共 轧 的 ， 由 定理 26 知 ， 存 在 zE A， 使 得 z= 
2 ”日 z2 一 ee 一 X"X. 

今 在 4 上 定义 中， BD(y) 二 F(x'xy)，D(Y) 显 然 是 线性 泛 函 ， 
且 由 于 4 是 可 交换 的 ， 有 

中 (7 2 一 PFCx xy) 二 FF(CX7) xy) 0. 
故 中 为 正 泛 沙 。 阁 (le) 二 0， 即 上 B=0， 则 @ = 二 0 ， 于 是 
F(x"xy)=D(y)= 0, F(x"x) =@D (e)=0. 此 时 F(x"xy) 一 
F(xx" )F(y) 显 然 成 立 ， 

大 四 (e) 0， 得 0 之 DB(e)= F(x"*x) 二 F(e)P(x”"x)。 又 由 
FE extK, 必 有 F(e) 王 0 或 F(e)= 1， 因 为 阁 F(e) 二 a 之 1， 取 
G= 二 ， 则 G(c)= 1 ， 即 GEK， 于 是 F=(《1 一 a)' 0 十 xG ， 与 F 
是 极点 矛盾 . 

若 F(e)=0， 即 ‖BF1 = 一 0， 故 F=0， 此 时 (4) 显 然 成 立 ， 
洛 FR(e) 一 1 ， 则 

0<@B(e)<F(e)p(xx')=Pp(xx')S Ix"x| <1. 
研究 泛 函 F-@， 

(F—®@D)(y"y)=PF(yy)—F(x"xy"y)=P(e—xXxx)y"y 

=F(z2y"y)=F(z"zy’y)=F((yz)" 232) 之 0， 

所 以 F- 男 为 正 泛 函 。 又 F(e) 王 1，0<@(ej<1， 所 以 0 去 
(P 一 6)e<1， 于 是 


OO OO DE 


9 
_ 9% 
Dle) 


好 BD(y)= 二 P(e)F(y)， 也 就 是 F(x*xy) 二 F(x*x)F(y)。 
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最 后 ， 专 取消 1x*“ xj < 的 限制 ， 证 明 仍 成 立 。 因 为 若 
1x"x | 一， 只 需 考虑 F (一 兰 》 ) 即 可 . 
(4) 一 >(1 ). 
2*。 
所 OO=e ， 有 有 XEA， 令 2 和 一 6 十 -2?x (p 王 1，2，3)， 
则 2 一 (ce 十 O7-2xX) =etorx’, 
zzZ? 一 6 十 O7X 十 O-72X 十 XXX， 


Oz = TO ?x x or xx 
汪 3 号 
又 书 0?=0， 了 w=0， 所 以 得 wrz,*z,=3x， 多 
Hm si p= 
1 车 
~ 之 C 2Z7 ”2Z7 由 (4 ) 知 


号 8 
F(xy)= f(s > oz "zy = 二 > OF(zs "Zsy) 
twi el 


8 3 
-5 > op(z°2)F(y) =F(3 之 @ Z? zy )FCy) 
=] pal 


FX)F(y). 定理 得 证 。 
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第 五 章 ”正规 算 子 的 谱 分 解 


$5.1 单位 分 解 


定义 1 设 .VV 是 集合 Q 上 的 o- 代 数 ，H 是 Hilbert 空 间 ，B(H) 
是 H 上 有 和 界线 性 算 子 构成 的 Banach 代 数 , 夺 映 冉 EB，.NMN 一 B(H) 满 中 

(1)E($)=0, E(Q)=], 

(2)E(o) 是 和 目 共 恩 射影 算 子 ，“ 立 aoe-， 

(3 )E(ao' fo’)=E(w’ )E(0’), Yo’, weW, 

(4) 若 of No”=$,， 则 E(@’ Uo’)=E(0’)+E(o0") 

( 5 ) 对 于 任意 的 x，yeH， 由 下 式 定 义 的 集合 函数 E; ,1 :WV 一 C 

E,,1(0)= (E(0)xX,y) 

是 .MV 上 的 复 测度 ， 
则 称 E 为 (MV 上 ) 一 个 单位 分 解 . 

分 析 以 上 定义 ， 需 讨论 以 下 儿 个 事实 。 

(1°) 定 义 中 (3 ) 与 (2 ) 不 矛盾 ， 需 证 明 E(w’)E(w”) 仍 是 自 共 
罗 射 影 算 子 . 

首先 注 意 E(o' no2)= E(w@w’ (lo), E(w’ )E(0’)=E(0’) 
E(w )， 即 E(w ) 与 Bo“) 是 可 交换 的 目 共 斩 射 影 算 子 。 

现在 证 明 两 个 可 严 换 的 目 共 恩 射 影 算 子 之 积 ， 仍 是 目 共 恩 射影 
算 子 ， 即 若 S=$S*，T= 二 T*，S: 二 S$，T*: 二 T 且 TS 二 ST， 则 必 为 
(ST) "一 ST，(ST)2 一 ST 

事实 上 ,， (ST*)=T*S*==TS= ST, 

(ST)*=(ST)(ST)=STTS=STS= SST= ST. 

(2°) 帮 ww No” = 二 $， 则 E(w。 ) 十 E(w ) 必 须 是 目 共 轿 射 影 算 子 
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最 然 E(o' ) 十 ECo72) 是 自 共 罗 的 ,现在 证 明 它 是 射影 算 子 ， of 
ov" 一 办 由 (1) 知 E(o' 人 Nw”)= 0 ， 再 由 (3 ) 得 ELo/' ) Bo ) 一 0， 
即 BE(o' )，E(w”) 的 值 域 相互 正 交 : R(E(w'))_LR(E(@®”))， 所 以 
(E(@’)+E(0’))*=E(0’):+E(0’)’:=E(0’ )+E(0"). 
(3°) 由 (5 ) 知 B, 是 -VY 上 的 一 个 正 测度 , 因为 B(o) 是 自 共 斩 身 
影 算 子 ， 有 
E,.(0)=(E(®)x, x*)= | E(w)x | 2， 
且 其 全 变 差 为 
| E,, | =E,.(Q)=(E(Q)x, x)=(x, x)= xl?, 
(4°) 由 (4 ) 知 E 是 有 限 可 加 的 ， 那 么 8B 是否 是 可 数 可 加 的 ? 级 


数 > BE(o,) 是 否 收 全 
“因为 车 T 是 射影 算 子 ， 则 有 
| Tx = TTrx<lTH Txt<<lTH*ixf, 
即 j 和 TE 才 1Th:， 所 以 1T1 守 1， 
由 此 知 或 者 上 BE(o)1 一 0 或 者 1E(@)1 >>1, 故 一 般 言 之 
> E(@,) 无 意义 . 


但 由 ( 5 )B,,s 是 测 度 ， 基 we-NM (n=1, 2, ') 且 ao 门 oy 一 
(is )， 则 


S EB,,s (©,) =E,, (UI 0,). 


即 > (E(@,)x, y)=(E( Uo.)x y ) Vy€H, 


EM 


这 表明 >) E(o,)x 弱 收 包 于 E(【]o,)*. 


又 由 @; 站 0; 二 和 MR(E(@;)) LR(E(0))), 即 对 一 切 x EH， 
E(w)xLE(@j)x， 故 {E(%,)x) 是 H 中 的 一 个 正 交 序列 ， 由 第 四 章 
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定理 11 知 > E(o.)x 强 收敛 于 E( [Jo.jx.、 


证 本 二 


S E(o,)x=E( LJ 0.) X .| 


人 页 家 1 


即 得 以 下 命题 
命题 1 ” 涯 了 是 单位 分 解 ， 则 对 一 切 xe 媚 
o>E(0)x (A+—H) 
是 可 数 可 加 的 ， 
这 里 看 出 ,由 定义 知 .MN 一 B(H) 即 6 一 B(%) 是 有 限 可 加 的 ,但 . 尼 
一 H， 即 0 一 E(@)x 是 可 数 可 加 的 ， 
命题 2 设 E 是 单位 分 解 ，@.e-H 生 BE(@,)== 0 ,n= 二 1,2,…: 


若 o = 【] o.， 则 BE(o)= 0， 


证 ”对 于 任意 XeH，E,..《0,) 一 (BE(@,)X,x) 二 0 又 已 .是 测 度 ， 
故 E(w%) 二 0， 即 (B(@)x,x) 二 0， 又 上 E(w)x 有 ?==E:《w%), 所 以 
E(w)= 0. 


$5.2 谱 定 理 


设 E 是 单位 分 解 ， 现 在 定义 L*(E)， 设 f， QC 是 2 上 的 可 济 
函数 ， 在 C 上 考虑 以 有 理 点 为 中 心 ， 以 有 理 数 为 半径 的 开 圆 {Dj}， 
则 { 蕊 阅 构 成 C 上 拓扑 的 可 数 基 ， 令 V 是 满足 E(fm"!:(D;))= 0 的 所 
有 Dj; 的 并 集 ， 由 以 上 命题 2 知 E(j~!1(V))= 0，V 是 满足 以 上 条 件 
的 最 大 开 集 ， 

V 使 E 成 为 零 算 子 ，C \V 称 为 1 的 本 性 值 域 (essential range)， 
对 于 几乎 所 有 的 peg2，CN\Y 是 包含 1(p) 的 最 小 闭 集 ， 即 对 于 几乎 
所 有 的 peQ@， 

f(p)eECNY. 
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行 C\ 了 是 有 界 的 ， 则 称 / 是 本 隆 有 界 的 (essential bounded)， 
又 C\V 是 闭 的 ， 故 CV 是 紧 的 ， 此 时 定义 上 ff 上 。 如 下 ， 
] fh。=sup{ IA jECNV}. 
令 B 是 上 所 有 有 界 可 测 函 数 的 代数 ， 取 其 范 数 为 
f=sup{ fp ip€E 0}. 
则 8 是 一 个 有 单元 的 ， 可 交换 的 Banach 代 数 ， 记 
N= {feB| | f 1。= 0}, 
则 N 是 8B 的 一 个 闭 理 想 ， 所 以 B/N 也 是 一 个 Banach 代 数 


定义 L*(E)= B/N， 即 f=f 十 N, . 且 


| f=inf{ f+nllnEN). 

显然 1 f= 上 1。 今后 将 f 和 f 等 天 起 来 ， 另 外 o(f) 就 是 的 本 
性 值 域 ， 事 实 上 ， 

1Eo(j)< 生 >(} 一 41)x 不 可 逆 < 所 六 存在 x 使 (1 一 47)x 一 0， 且 
Et{x| (f 一 A1)x=0} %) 所 六 存在 YX 使 1(x) 一 1 且 B{x lf(x)=1} ww 0， 
<> 4 属于 了 的 本 人 性 值 威 ， 

以 上 定义 了 L*(E)， 现 在 寻求 一 个 映射 罗 ， 将 L>(E) 映 射 为 
B(H). 为 定义 Y， 先 考 虑 工 "(E) 中 的 简单 函 数 ， 令 {ol， Or» ‘'*", 
oO 是 8 的 一 个 分 割 ，aoie- 妈 ,of @; 二 $ixj)，s 是 2 上 的 简单 可 测 


焉 数 : 
4 一 > edp .AT oeC 
今 定义 p(s) EB(H) 如 下 . 


(5) = > QiE (i), (1) 


fel 


由 于 E(%,) 是 自 共 思 的 ， 得 
$3)"= > ciE(oi)， 


fei 
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又 由 (1) 式 得 4S)= > aiB(oi)， 


f=1 
所 以 p(s)"=Y(s). (2) 
若 (@ 1 ， Os ，…， oa/ ) 为 的 另 一 分 害 ， 县 函 数 


t = > PiXos, 则 


wm 


VVHO= > apE(oN)E (0;)= >, ai0iBE(oifnh or). 
| 


及 $1 一 > aiOiXoinor  ， 
『 
所 以 p(st) 一 >, aiPsE( oN Oj ) 
| 
因此 有 (st)=y(s)(t). / (3) 
仿 此 可 得 yw(as+Pt)=ay(s)+Py(t). (4) 


由 单位 分 解 的 定义 中 ( 5 ) 知 ， 若 x，y EH 
(CDx, y)=( > wuE(o)x，?)= DD wu(E(oD)x，y) 
1 ee 1 f=1 


一 > gE no) =) sdE,,s. (5) 
又 由 ( 2 )、( 3 ) 式 得 


ys) p(s)=( s ps) = ys s)=y(1s| ’). (6) 
由 (5 ) 式 有 
lols)x 1 := (p(s)x, ps)x) = (ps) p(s)x, x) 


=($( lx, x)=| MdE,,. (7) 
又 | laps<lsls EO)= 1s slxl, 
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所 以 Ty(s)x < ls12 和 xf 2， 
即 | ¥(s) Ilsl.,. 
另外， 到 xX ERC(E(@;))， 由 于 E(8;)E(@;)= 二 0，i%)，， 

帮 E(@;)x 二 0， 又 由 于 x 二 BC(@;)y， 则 E(8;)x 二 BE(@j)?y 
一 E(0;)y 二 XxX， 所 以 由 《1) 式 得 

p(s)xX=ajE(0;)X=ajx. 
今 取 了 使 w 一 1sl 。， 即 0 是 cl，cs ，…，ax 的 最 大 者 ， 则 

1 p(s)x| = 1a; xf= st lxl, 
所 以 上 ¥(s) 上 之 ss 上。 于 是 得 到 

上 ¥(s) | = Es1.,. (8) 

至 此 $，s 一 p(s) 在 简单 函数 上 已 完全 确定 若 feL"(E)， 则 
存在 可 测 简 单 函数 *, 一 致 收敛 于 1， 且 #% 在 s. 上 完全 确定 ， 同 时 满 
足 1 gs 一 ss, .由 于 {s 洛 是 Cauchy 序 列 ， 所 以 {10s)} 也 是 
Cauchy 序 列 ， 因 此 {Cs,)} 在 B(H) 中 收敛 于 某 一 个 算 子 , 将 这 个 
算 子 定 义 为 B(f) ,容易 看 出 ,这 样 定义 的 $(f) 与 所 取 的 收敛 于 (f) 的 
简单 函数 列 无 关 。 事 实 上 ， 设 男 有 简单 沙 数列 {t} 收 伍 于 j， 则 
{y(t 小 仍 为 一 Cauchy 列 ， 它 与 {8(《s,)} 合 在 一 起 仍 为 一 个 Cauchy 
列 ， 故 其 极限 仍 为 5(f)， 

综 上 所 述 ， 我 们 已 定义 了 L”(E) 到 B(H) 的 映射 了》， 下 面 青 研究 
的 性 质 . | 
(1) 由 (8) 式 得 上 $( 有 站 二 fi， 即 y 是 保持 范 数 的 ， 
(2) 由 (4) 式 及 ( 3 ) 式 知 ， 若 ,geL”(E)， 则 

plaf +Pe)=ay(f)+AYy(g), 
y (fe)=$() yg). 
(3) 由 (2) 知 , 若 jeL*(E),y(f)*=y(f) 
(4) y 在 下 述 意 义 下 是 唯一 的 
(Ox 9)= | fdBssr, x,yeH, feL°(E) 


因为 车 有 (W (1)%,y)= | fdEs +, 则 (B(x,y)=(W (x,y) 对 一 


* 194. 


切 x ,ye 日 成 立 ， 所 以 8(f)=$ (Ff) 即 $ 是 唯一 的 . 

以 上 指出 ， 乡 是 保持 范 数 ， 保 持 加 法 、 数 乘 和 乘法 运算 ， 且 保 
持 对 合 的 映射， 因此 y 是 保持 对 合 的 同 构 , 即 ， 一 同 构 

又 由 于 L*(E) 是 完备 的 ， 故 RC ) 二 J(L*(E)) 是 闭 的 (保持 范 
数 ) ， 又 Le(E) 是 可 交换 的 ， 故 R(%) 也 是 可 交换 的 ， 即 由 乡 的 性 质 
(2 ) 知 

yf)p(g)=y(fe)=y(ef)=(g8) (1). 

所 以 R( 人 是 B(E) 的 一 个 闭 的 可 交换 的 子 代数 ， 又 由 乡 的 性 质 (3 ) 
知 ， 若 TEY$(L*(E)), 即 T= 二 $(f), 则 T* 二 (了 ), 故 T* EY(L*(E)). 
因此 R(V) 是 B(H) 的 闭 的 可 交换 的 ，*- 子 代数 ， 也 称 为 正规 代数 (第 
四 章 定义 9 ) . 

最 后 若 QE€ B(H) 与 所 有 的 E(w) 可 交换 , 由 (1) 式 知 Q 与 (3) 可 交 
换 ， 故 8 与 所 有 的 $(f) 可 交换 . 

综 上 所 述 ， 得 以 下 定理 ， 

定理 1 车 EE 是 单位 分 解 ， 则 由 公式 


($C)xsy) =| fdE.,s, (xEH, yEH) 


确定 了 由 Banach 代 数 L*(E) 到 B(H) 的 闭 的 正规 子 代数 A 上 的 保持 
范 数 的 同 构 映 射 p， 且 保持 对 合 


yf )=(f)", (f EL°*(E)). 
而 且 1%(PDx12 一 | WidE.,s, (xEH, 1€EL°(E)). 


另外 ，QeB(H) 与 所 有 的 8(f) 可 交换 ， 当 且 仅 当 Q8 与 所 有 的 
E(o) 可 交换 ， 

定理 2 ”车 4 是 B() 的 闭 正 规 子 代数 ，Te4、- 是 4 的 极 大 理 
起 空间 ，B(-) 是 4 人 上 Borel 集 合 的 ac- 代 数 ， 则 

(1 ) 在 8B(A) 上 存在 唯一 的 单位 分 解 E， 使 得 对 每 一 个 TE4 有 
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本 
人 


人 
(Tx, »)=| TdE,,y, 
| 


其 中 了 是 工 的 Gelfand 变 换 ， 

《 2) 大 oO 是 -的 非 空 开 集 ， 则 BE(o) 羡 0 ， 

(3 ) 算 子 SEB(H) 与 每 一 个 TE A 可 交换 的 充分 必要 条 件 是 S 与 
每 一 个 射影 算 子 E(w) 可 交换 

证 (1)B(H) 是 B*- 代 数 ,A 是 可 交换 的 B*- 代 数 ， 由 Gelfand- 
Naimark 定 理 知 ，A 和 A 等 距 *， 一 同 构 A 尘 A= C(L1) 考 虑 C 必 -1) xH 
xH 到 C 的 映射 z 


个 ， x, y=(Tx, »y), TEA 


该 映射 关于 下 和 x 是 线性 的 ， 关 于 ?是 共 罗 线 性 的 ， 固定 x,y， 人 
映射 是 C(J) 上 的 线性 泛 函 ， 且 pe | 


I(Tx,y) I ITxd lyl<lTrilxilyil=i TH-1x yl 
故 该 泛 函 是 有 界 的 ， 且 其 范 数 不 超 过 x 上 ey 中 由 Riesz 表 示 定 斤 
知 ， 在 A 上 存在 有 界 的 正则 Borel 测 度 4,,s， 使 得 


(Tx, y) =| Tap, (9) 


县 Eu, |xf ly. 


国定 工 ， 4,,y 具 有 以 下 人 性质 . 
HL. + 一 人 Le ,3 一 QH ，y， 


1 
LW,,y Si H,,ay= 0 4H, 5 


1 


事实 上 ， 


| Ta ,rss (T(x +X), y) = (Tx, ,y) 二 (Tx; ,y) 


=| Tats +| Trans ¥TECCA). 
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所 以 4。 =. 同 理 可 证 其 它 等 式 ， 
对 于 X 上任 一 有 界 Borel 函 数 1: -一 C, 考虑 HX H 一 C 的 映射 : 
x ?一 | fd 


fers SIF STI zly1， 


折 以 该 映射 是 有 界 的 ， 其 范 数 不 超 过 上 1 。， 由 第 四 章 定 理 13 知 ， 
存在 唯一 的 € BC(H)， 使 得 


(x, sy) = | jan, F。 


又 (xX,sy) 二 (s*x,y)，s 是 由 f 确 定 的 ， 故 令 s*= 二 8(f)， 则 对 于 J 上任 
一 有 界 Borel 函 数 !， 存 在 B(f) EB(H)， 使 得 


(GD, »)=| dtr. (10) 


注意 若 了 是 连续 函数 了 一 工 ， 则 %( 力 一 T 即 MT)=T。 
比较 (9 )、(〈10) 二 式 ， 可 以 看 出 (10) 式 将 (9 ) 式 由 连续 函数 了 
推广 到 有 界 Borel 函 数 了 。 这样 可 以 只 考虑 函数 的 可 测 性 。 由 (10) 
式 ， 对 于 w€B(A),，X。 可 测 ， 定 义 
E(wm)=¥(X,) 
现在 证 明 这 样 定义 的 E(@) 是 一 个 单位 分 解 。 
1) 首 先 证 明 BE(o) 是 肯 共 罗 算 子 、 


当下 EC(-1) 取 实 值 们 一 个 一 人 下， 所 以 了 Te。 


| Tian.= (Tx, y)=(x,Ty)= (Ty,x) =| Tq,, » 


入 八 ， 
由 工 二 TT 得 Hs= Hy 


[ 
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当 有 界 Borel 函 数 了 取 实 数值 ， 刚 


($F)x,y) =| fd = fm =| fdly,: 


=(¥(f)y,%x) =(y, (1) zx) 一 (gf) "x, y), 
所 以 yp 一 pf 
因 X。 是 实 的 ， 所 以 p(X。) "二 2(X。)。 即 E(@)"=E(@). 
2) 证 明 E(o' 站 60’)=E(6)E(0’), of io" 一 少 
右 、、8 是 有 界 Borel 函 数 ， 证 明 (fe)=—= yy(f) :pg8), STE 
C(IJA), (ST) 二 ST， 由 (9 ) 式 得 


(S(Tx), »)=| s dlp 
| 
又 (S(Tx),y)=((ST)x,») =| 8 T db,n, 
所 以 | ,Sawrss=) SFTau 


上 式 对 任意 连续 函数 SEC(-1) 成 立 ， 所 以 对 任意 有 界 Borel 函数 } 
有 


| fdre, =| 77dur 
再 由 (10) 式 ， 有 


| jdtss,s= (GCP Tx,y) =(T, I Tdusscryv， 


[ 人 人 人 和 八 
即 | 路: Td =| Tat rer. 


由 于 下 连续 ， 所 以 soey ,一 J4;,s， 因 此 对 于 任意 有 界 Borel 范 
数 8g， 有 
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| gf dp = | sdusssca 
由 (10) 式 | gfdps= (Yef)x, »), 


{gaps 60r5°s Cgx yy) = 8)x, »), 


所 以 plgf)=p(g)p(f). 

由 E (0@) 的 定义 知 

E(w (lo)=$(Xo'No)=p (Xo Xor)=p (Xo) » Xor) 

=E(@’) . E(0’). 

3) ”在 上 式 中 令 @/ = 二 @’ 二 w， 则 得 E(@) 二 E(w)*:， 即 E(w@) 是 
射影 算 子 ， 又 由 1) 知 E(w) 是 自 共 轩 射 影 算 子 ， 

4) ”再 证 8( 四 = 二 0，E( 作 )=1, 

E($)=Y(X,)=%(0), HY(O0)xX, y)=0. 所 以 EtgI 一 0. 


E(/A)= p(1)=Y(1 )=1 (因为 9( 荆 ) = T). 

5) 证 明 当 of o' =$， 则 E(w Uw’)=E(0) 十 E(0’) 

E(o Uw’)=Y(XoUo’)=Y(Xo+ Xo’)=%(X0) tyX0’) 
=E(@)+ E(w’). 

6) ”最 后 证 明 B,,y 是 测度 ， 

由 E,,s 的 定义 知 E,,1:(@) 二 (E(@)X,y)。 又 


(EC@)x, y)= (P(Xo)X, >) -| Xod4s, y= Ls, (0) 


所 以 Es,s(@) = hs, (0), BE, ,y= 4,,y,. 
由 于 E,,r 是 正则 的 Borel 测 度 , 故此 时 称 E 是 正则 的 单位 分 解 . 
Es 一作。 7， 由 ( 9 ) 式 有 


(Tx, ») -| TdE,,s. 
4 
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此 外 ， 这 种 正则 的 单位 分 解 E 是 唯一 的 ， 事 实 上 ， 设 E’ 是 为 一 
个 正则 的 单位 分 解 ， 则 


(rx, =) TaE,,s=) Tag 
| d 


由 于 E,,s， 万 , ,是 Borel 测 度 ， 由 连续 函数 唯一 确定 ， 


所 以 E,,y=E’,,y. 
即 (E(w)x, y)=(E’ (0)x, y), vx, yt€H. 
因此 E(w)x=E’ (@)x, YYxEH. 


故 对 一 切 w €B(4A)，E(@)==E'(w)， 所 以 E= EE’. 
这 样 ， 就 证 明了 在 8B8(.A) 上 存在 唯一 的 正则 单位 分 解 E， 使 得 


rr 人 和信 
(Tx, »)=| TdE.,s, TEA. 


( 2 ) 若 cg) 是 开 集 ,证明 E(@w 燃 0 

用 反 证 法 ， 设 E(@)= 0 ， 则 对 一 切 x,yE€H， 有 (E(@) ,xy) 一 
0 ， 芭 E,,y(@) 二 0. 

I 是 紧 的 Hausdorff 空 间 ， 是非 空 集 合 ， 由 Urysohan 引 理 
知 ， 必 有 不 为 零 的 连续 函数 了 ， 其 支 集 含 于 wo 中 ， 由 于 BE; ,1(@)= 


0 ， 则 | TdE,r 0 ， 故 


(Tx, y) =| Tad.,,= . 


于 是 T= 二 0， 即 人 二 0 与 下 不 为 零 矛 盾 ， 所 以 E(o ww% 0 
(3)SEB(H)，TE€ A 证明 ST==TS<>SE(w@) 二 E(wm)5. 


(STx, »)=(Tx, Sy)=| TdE,,,° 


(TSx, y)=| Tag 
| 


(SE(w)x, y)=(E(0)x, sy)=E,,,.9(%), 


6900 。 


(E(o)sx，?) 一 已 ro) . 
ST=TS<>E,, .y=bE,,, >E,,(0) =E,,1(0)<> 
SE(@)=E(w)S. 定理 得 证 . 
定理 5 着 TE€B(H) 是 正规 算 子 ， 则 
( 1 ) 在 c(T) 的 Borel 集 合 上 存在 唯一 的 正则 单位 分 解 B， 满 性 


T =| dE(A). 
oT) 


( 2 ) 若 SEB(H) 与 T 可 交换 ， 则 5 与 每 个 E(w) 可 交换 ， 

证 〈(1 )T 是 正规 算 子 ，TT "=T"T， 由 第 四 章 定 理 25 息 ， 可 
作 包 含 T，T*"，I 的 B(H) 的 闲 正规 子 代数 ， 设 A 是 所 有 以 T，T" 为 变 
量 的 多 项 式 P(T，T*) 和 集合 的 闭 包 ， 则 A 就 是 包含 T，T*，I 的 B(H) 
的 最 小 闭 正规 子 代 数 ， 于 是 由 定理 2 知 ， 在 4 的 极 大 理想 空间 -1 的 
Borel 集 合 上 存在 唯一 的 正则 单位 分 解 R， 使 得 


(Sx, y)=| S dF, (11) 


对 所 有 的 SE 4 成立， 又 由 于 多 项 式 P(T,T ) 在 4 中 笛 窗 ， 由 第 四 章 
定理 21 知 ， 开 是 -到 其 值 域 T(L)=c(T) 上 的 同 胚 上 映射 ， 且 由 第 中 
章 定理 31 知 

oscny(T)=04(T), 
即 oT)=0s4(T). 
故 JI 上 的 Borel 集 ， 通过 同 胚 映射 T， 对 应 于 o(T) 上 的 Borel 集 ， 
且 S，J=C， 与 9oT-!， o(T) 一 C 是 一 一 对 应 的 ,(11) 式 可 相应 
地 瑟 为 


" 八 八 
(Sx, =| So TtdB.,. 
oT 


其 中 E 是 B(o(T)) 上 的 单位 分 解 ， 特 别 地 ， 取 5S=T 得 到 


(Tx, 7)=) Te 了 -dB 一 | jdB.,r, (12) 
IE) oT) 
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其 中 j(4)=4， 半 1E0o(T)， 或 简写 为 


(Tx, y)=| jdE, 
: GT) 


又 j( 人 一 1， 故 又 可 写 为 (Tx， 切 一 | 7C2)dE(CD， 即 


(Tx, ») =| dE. 


将 (1?) 式 与 定理 1 相 比 较 ， 得 py(j)=T,p(j)=$()"= 工 "， 
py(1) 二 EC(o(T))=1， 于 是 车 P 是 4 和 4 的 多 项 式 ， 则 $(P(j, 站 )== 
P(T,T*)， 所 以 


P(T.T*)=| 20,7) dE=| 2p(4,7)dE(%). (13) 


又 由 Stone~Weiertrass 定 理 ， 多 项 式 P 在 C(a(T)) 中 和 再 密 , 故 了 (ao) 
由 (13) 式 唯一 决定 ，( 1 ) 得 证 ， 

( 2) 车 ST=TS， 则 ST* 二 T*S( 第 四 章 定 理 19)， 所 以 S$ 与 A 中 
每 一 个 元 素 可 交换 。 由 定理 2 知 ， 对 每 个 Borel 集 oCB(o(T)) 成 
立 着 SE(o) 一 BE(o)S， 证 各 ， 

单位 分 解 E 称 为 正规 算 子 TEB(H) 的 谱 分 解 。 若是 c(T)7 上 的 有 
界 Borel 函 数 ， 有 


r=)=) jd， 
$01)=| fdE. 


习惯 上 记 作 .了 (7)=p()=| fdE, 


IT) 


运用 这 个 记号 ， 以 上 定理 的 部 分 结论 可 归纳 如 下 ， 映射 将 
o(T) 上 的 有 界 Borel 孙 数 喘 射 到 8(H) 内 ， 即 jf 一 (有 = 二 f(T)= 
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| ,,, ,fdE, 这 是 一 个 代数 同 态 , 且 保 持 对 合 ,.j 一 /IT)= 了 ,1 一 六 1 一 工 


于 一 1(T)"， 且 由 于 fEL"(BE)，18%(fD1 = 和 f 有 
1 FT 入 supf lO 4€o(7)). 
阁 f€EC(o(T))， 则 j 必 在 co(T) 上 某 一 点 4, 达 到 其 上 界 ， 且 存 在 4。 的 
邻 域 %1。， 在 该 邻 域 上 j (和) 接近 1(4,)， 且 E(@;。) 闫 0， 所 以 有 
(TD 1 =sup{ OD | 4€ 0C7)). 
大 1 一 致 收敛 于 ， 则 当 n 一 oo 时 ， .C7) 一 1(T) 一 0. 
T= 二 j(T) 二 (jj))，j(4)=4 是 有 界 Borel 油 数 ， 可 被 简单 函数 一 
致 驯 近 ， 又 Xo(T)=p(Xw)= E(w)， 所 以 T 可 用 E(@) 的 线性 组 合 来 
若 SEB(H)，ST=TS， 则 对 每 一 个 有 界 Borel 函 数 了 有 SIf(T) 
=f(T)S. 
定理 4 若 TEB(H) 蚌 正规 算 子 ， 则 
[TH =sup{ |(Tx, x)| ] {x =1}. 
证 由 |(Tx, x)i 志 ITx| lxl<lTH xl ?= ITI 
(lx1=1)， 得 
sup{ | (Tx, x) | lilxl=1}< 1 TI 
只 需 证 明 sup{ (Tx， 区 | | 1x1 一} 之 1T1， 为 此 只 需 证 明 伍 
给 >0， 存在 x。€ H,， | x。 二 1， 且 
| CTx。， xo)| > | T | 一 
由 于 T 是 正规 的 ,可 以 作 包 含 T 的 B(E) 的 最 小 闭 。 一 子 代 数 A， 
由 Gelfand-Naimark 害 理 A 和 4 等 上 * 一 同 构 ， 即 
ASA=e (-1). 
所 以 1TH 二 个 1 。 又 个 是 J 上 的 连续 函数 ，J 是 紧 空 间 ， 了 
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的 值 域 是 c(T)， 故 必 存 在 ec(T)， 使 得 


上 TE ,= j4。 . 
因此 ， 只 需 证 明 任 给 s> 0 ， 存 在 x,。 EH， 使 得 x。 上 = 二 1, 县 


(Tx,, Xo) 一 A。 (<e, (14) 
令 王 是 T 的 谱 分 解 ， 且 记 


o= {AE€o CT) ol <e}, 


因为 1Ew， 故 @o 非 空 ， 由 定理 2 知 E(o "只 0 ， 又 BE(o) 是 自 共 斩 身 
影 算 子 ， 故 存在 x。 EH， 使 得 上 x。 上 二 1 ， 旦 E(w)x。 二 x。， 现在 证 
明 这 个 x。 满 足 (14) 式 , 

由 定理 3， 对 于 有 界 Borel 函 数 f， 有 


| fap=y(1)=1(7). 


且 f 一 了 (T) 是 代数 同 态 ， 及 1CT) sup{ f(D] 14 Eo0(7T)}， 
ji(T)=T,， 1=1(T)=1, 令 
f(4)=(4—1,)Xo( 4 ), 1 Eo(T) 


或 f=(j— 1 ,1)Xo, 

则 $f)=f(T)=(9()D) —4y(1)) (Xo), 

即 f(T)=0(T)— 11(T)) Xo(T)= (T— 1, DE(0), 
故 f(T)x,=(T—AT)E(0)x,=(T— 41)x,, 


于 是 [f(T)Xo, xo)| = I(T—4, Dx xo) 
一 (Tx,, Xo) 一 ho| 
又 (fCT)xo, xo) [IICT) NE Ssup{ lf (14) I4 Eo(T)} 


A¢o, 
及 OO =1(4 一)xo(4) ={ 
A—h,, 1 EO, 
但 当 14Ew 时 14 一 4 之 e， 所 以 (4 ) |<e。 即 
(Txo, Xo)—h,| <e. 定理 得 证 ， 


定理 5 者 TE B(H) 是 正规 算 子 ， 
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(1)T=T*， 当 且 仅 当 c( 太 三 民 . 

( 2 )T 是 西 算 子 ， 当 且 仅 当 o(T)CT (单位 图 ) . 

证 TT 是 正规 算 子 , 故 可 作 B(H) 的 包含 T 的 最 小 团 。* 一 子 代 数 
A,ASC(A), os(T)=0(T)., 、 ~、 

若 1Eo(T)， 则 有 wp6E I， 使 得 4 二 T(9), 4 二 T*(9)， 所 以 
A Eo(T"). 


(1)4 Eo(T)<>14 EoT'), T=T'<>4=1<> 
ICT)c- 民 ， 
(2)TT*=T°T=1<>TT*=T"T=1<> 1 414=|4|? 
二 1] 志 守 1 ET. 
所 以 TT*=T"*T=1<>o0o(T)CT. 


$5.3 正规 算 子 的 特征 值 


定理 6 阁 TEB(H) 是 正规 算 子 ，E 是 T 的 谱 分 解 ， 阁 1€ 
C(o(T))， 则 - 
N(f(7T))=R(E(f™ (0))). 
证 记 f"1(0)==w。，{0} 是 闭 集 ，f 连 续 , 故 @, 是 闭 的 ，@。 也 可 
能 是 空 集 ，o%, 是 Borel 集 ， 所 以 E(w,) 有 意义 ， 
1fMo=0 ， 事 实 上 ， 当 4Eo。， 则 帮 4) 一 0，XYoo= 一 1， 出 4 
®@o。， 则 Xow。 二 0， 所 以 ¥(7)p(Xw。)= 二 8(0)= 二 0， 了 
1(T)Xo, (T)=f(T)E(0,)=0. 
由 此 知 ， 者 XER(E(@,))， 则 xEN(f(T))， 所 以 
R(E(w0,))CN(f(T)). 
o(T)N@o= 二 Uo,U…， 其 中 {@,} 是 互 不 相交 的 Borel 集 合 ， 
且 dist(@。,0,) 汪 0(n 二 1,2,…), 这 是 因为 o(T)CC 是 爱 集 合 且 为 非 
空 的 ，。 在 C 上 以 有 理 点 为 中 心 , 有 理 数 为 半径 作 开 圆 ,构成 C 上 拓扑 
的 基 ， 这 组 开 圆 可 记 为 Vi,Y:，…。， 在 c4T)\ Oo 上 可 作 开 图 各 @,， 
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使 dolyoo)> 0， 再 作 开 圆 盘 oy ,将 @1 们 ws 部 分 及 ws 落 在 olT) 外 
的 部 分 除去 ， 得 到 w，， 同 理 可 作 w，， … 等 等 ， 即 得 到 o,， Was'"e 


定义 了 .(4)= 和 > 4 人 oo ， 


0 ， 用 Eo, 
1 

或 /240-70 # A Co， 
0 ， 4 Eo,, 


因为 d(o.，oo。)>>0， 故 当 46E oa， ' 时 0 有 界 ， 故 f,( 人 和 ) 是 有 界 Borel 


疯 数 . 又 fCN FHA) = Xo (4), Bf,: 1 =X 0,, 所 以 
f(T)fT)=Xo,(T)=E(0,), n=1, 2, ** 
者 x EN(fCT)) , 则 f(T)x== 0 .所 以 E(o) 一 0 对 一 切 n 成 立 ， 又 


上 映射。 一 E(w)x 是 可 数 可 加 的 (§ 5.1 命题 1 ) , 所 以 EC 】 6,)x= 


E(o(T) \@,)x= 0 ,又 E(o(T))=1， 所 以 
E(w U(o(T) NG,.))X=E(0(T))x=x, 


即 E(w,)xt+tE(o(T) \@,)x=x. 
因此 有 E(@。)x 二 x， 放 XE R(E(w,))， 即 N(f(T))CCR(E(0w,)). 
最 后 得 到 N(f(T))=R(E(0,)). 定理 得 证 。 


定理 7 右 E 是 正规 算 子 TEB(H) 的 谱 分 解 ，4。€o(T)， 则 

(1 DN(T—1,1)=R(E({4,})), 

( 2 )4。 是 T 的 特征 值 ， 当 上 且 仅 当 E({4,}) 志 0， 

(3 ) 知 4 是 c(7) 的 孤立 点 ， 则 4。 必 为 了 的 特征 值 ， 

(4) 行 ctT)={4，4，…} 是 可 数 集 ， 则 每 一 个 xE 五 可 唯一 
地 示 为 


-Sx 
f=1 
其 中 Tx, 二 hiXi， 且 x,; 1 x;, i} 
* bk06 ， 


证 (1 ) 由 定理 6 , 取 f( 人 )=4 一 4,, 显 然 放 1(0)= {4,}， 又 f=] 

一 4,1， 所 以 f(T)=j(T) 一 1.1(T)=T 一 4,1， 岂 以 
N(T~4,1)=R(E{4,})) 

(2 ) 若 4, 是 T 的 特征 信 ， 即 存在 x。 呈 0 使 得 Tx。 二 46x。， 即 (T 一 
14.1)x== 0 有 非 零 解 ，x,E NT 一 4.7)， 所 以 NCT 一 4 站 不 是 零 维 的 ， 
由 (1 ) 知 RCE({4,))) 不 是 零 维和 的 ， 所 以 E({4。}) 妆 0. 

反之 ，E({4.)) 奖 0 ， 则 N(T 一 4 了 ) 不 是 零 维 的 ， 故 存在 x 六 0 
使 (T 一 4.1)x 二 0 即 4, 是 T 的 特征 值 , : 

(3 ) 若 4, 是 o(T) 的 孤立 点 ， 则 {4,} 是 o(T) 中 的 开 集 , 由 定理 2 
知 E({46)) 名 0， 由 ( 2) 知 4, 是 T 的 特征 值 , 

(4 )E({4}) 中 有 些 可 能 为 零 算 子 ， 有 些 可 能 是 非 零 算 子 ， 例 
如 4 是 c(T) 的 孤立 点 。 但 无 论 是 哪 种 情形 ，B({4}) 的 值 域 是 相互 
正 交 的 ， 事 实 上 ， 若 on o:=1!， 则 BE(oifhos) 王 E(o)E(o:)== 
0 , 即 RCE(®1))LR(E(@s))， 因 此 若 和 .如 41 则 RC(E({4,}))_LR(E 
({4;})), 记 B,=E({4,}), 则 有 Bx_1_B;x(i 关 j)， 对 一 切 xXEH 成 
立 ， 又 E(w)x 是 可 数 可 加 的 ， 得 


z(U (4 1)x= DD Bix, YrEH, 
d=1 


i=1 


又 E( 【J {4})x=E(o(T))x=Ix=x， 所 以 有 


1=1 
x = 5 Ex. : 


fi =: 


> 


1 = 1 


1 已 X， 一 总 ;X， 得 


其 中 xi xi 人 名门 。 
又 Xi 一 BiX 一 瑟 ({4)x， 故 ziERCECtA 由 (1) 知 ENGT 
一 A1)， 所 以 Txs=A,X,。 
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于 由 zx 的 正 交 性 及 xi 一 4x,。 利 用 (1 ) 得 出 以 上 直达 式 是 唯一 
的 。 定 理 得 证 。 


$5.4 正 算 子 和 平方 根 


定义 2 ” 若 TE BC(H) 满 足 T=T*，o(T)C[C0，co)， 则 称 T 为 
正 算 子 ， 记 作 T 之 0. 

定理 8 TEB(H),T 之 0 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 的 xEH， 
(Tx,x) 之 0， 

证 若 T 守 0, 令 B 是 T 的 谱 分 解 ， 则 


(Tx, x*)=| ,4 dE,.( 4 ), vxEH, 


因为 E,, 是 正 测度 ， 在 co(T) 上 4 之 0， 所 以 (Tx，x) 之 0. | 
反之 ， 在 (Tx,x) 之 0 ， 则 : 
(T*x, x)=(x, Tx)= (Tx,x) =(Tx, x).. 
所 以 T ==T， 由 定理 5 知 o(T)CR, 邻 1> 0 
((T+AI)x, x)=(Tx, x) 二 14(x, x)>A(x, x)=4 xd, 
又 ((T+ADx, x)< | (T+ADx| fx] 
所 以 | (T+ADx 1x1, YxEH., 
故 (T 十 11) 在 BCE) 中 可 闭 ， 即 了 一 (一 4) 可 道 ， 所 以 一 1¢ 0(T).， 
clT)C00,co)， 因 此 T 之 0 。 定理 得 证 。 
在 第 四 章 定 理 30 中 曾经 证 明 “ 者 4 是 了 B"- 代 数 ， ?>EA4A， 则 yy” 
之 0”， 在 3- 代数 BC(H) 中 ， 容 易 证 明 ， 若 TE BCH), 则 T*T 之 0， 
利用 以 上 定理 ， 只 需 证 明 (T"Tx,x) 之 0。 这 是 显然 的 ， 因 为 
(T*Tx,x)= (Tx, Tx)= lj Tx : 守 0 
定理 9 每 一 个 正 算 子 TEB(E)， 都 存在 唯一 的 正平 方 根 $SE 
B(H) 即 S 之 0 且 S: 一 T, 又 若 T 可 道 ， 则 $ 也 是 可 道 的 、 记 作 S 一 w 了 
证 令 A 是 B(H) 的 包含 1、 T 的 任 一 - 财 的 正规 子 代数 ， 内 A 
A==C(J), T 之 0 且 T(J)=o(T)， 所 以 T 之 0， 即 Tf 是 非 负 的 过 
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续 函 数 ， 所 以 工 有 唯一 非 负 的 连续 平方 根 / 个 ， 也 就 是 存在 唯一 的 
SEA4, 使 得 S=\/T, 由 S$>0 知 rc(S)=-S(L)C(0,c)。 又 全 


人 入 和信 
二 S= 二 S， 所 以 S 二 S$S,， 故 5S 之 0， 


再 由 S: 一 S 二 个 ， 得 S$:=T， 即 存在 唯一 的 S EA， 满足 S 之 0 
且 S “一 了 

令 A, 是 以 上 所 作 的 子 代数 A 中 最 小 的 一 个 ， 则 由 以 上 证 明 知 ， 
存在 唯一 的 S,€ A。， 使 得 S, 之 0，S。*=T, 

再 证 明 S 的 唯一 手 ， 设 SEB(H) 满 足 S 之 0，S:=T， 邻 A 是 
B(H) 的 包含 I、S 的 最 小 闭 正规 子 代数 ， 因 为 T=S:， 故 TE 4, 所 以 
4 二 4,， 由 以 上 证 明知 4 中 有 了 唯一 的 S 使 得 S 之 0 ，S: 王 T， 又 S,E€ 
A,CA，， 也 满足 S, 之 0，5S,* 一 T， 所 以 S$。 二 S， 即 了 的 非 负 平方 根 
是 唯一 的 ， 

最 后 证 明 ， 若 T-! 存 在 ， 则 S-1==T-1S， 为 此 只 需 证 明 

ST-!1S=T-!SS=1 

显然 T-1SS=T"18S: 一 TIT=J， 现 证 ST-1=T-1S， 由 以 上 证 
明 中 知 ，S,，TEA 且 4 是 B(H) 的 闭 正 规 子 代数 ， 所 以 ST=TS， 又 
T-! 存 在 ， 记 ST-!==J，T-"!1S 一 K， 则 TJ=TST-!==STT"! 二 S$S， 所 
以 J=T~!1S 二 KK， 即 ST-!=T-!1S， 定 理 得 证 ， 

定理 10” 寿 TEB(H)， 则 T*T 的 正平 方 根 P 满 足 

| Px |= | Txl|, yxEH 

且 在 B(H) 的 正 算 子 中 ， 只 有 P 满 足 该 式 ， 

证 TEB(H)， 则 T'T 之 0， 所 以 P=vVT"T 唯 一 在 在 

若 忆 是 正 算 子 ， 则 

| Px ?=(Px, Px)=(P°*Px, x)=(Px, x), 

又 Tx | ?=(Tx, Tx)=(T*Tx, x), 
所以 上 Px 二 Tx 上 是 当 和 且 仅 当 P: 二 T*T， 定 理 得 证 。 

已 知 ， 每 一 个 复数 a 都 可 以 表示 为 < 二 4]a) ， 其 中 几 =1, 了 予 
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是 考虑 ， 对 于 TEB(H)， 是 否 可 将 7 表示 为 T 一 UP， 其 中 U 是 西 算 
子 ，P> 0 ， 蒜 以 上 表示 是 可 能 的 ， 则 称 UP 为 了 的 极 分 解 
若 T=UP， 由 于 U 是 西 算 子 ,保持 范 数 ,所 以 Px 有 = | UPx | 


三 Tx 上 ， 由 定理 10 知 P= VT'T 故 P 是 唯一 的 ， 

定理 11 TEB(H) 

(人 1) 看 7 可 道 ， 则 了 具有 唯一 的 极 分 解 T 王 OP。 

( 2 ) 若 T 是 正规 的 ， 则 T 有 极 分 解 T=UP， 且 T、U、P 两 两 可 
交换 . 

证 ( 工 ) 若 T 可 逆 ， 则 T*，T'T 可 道 ， 由 定理 9 知 P= VT'T 可 
道 ， 令 U=TP-1!， 则 局 可 道 ， 且 

[IUDU 一 (TP-1)”(TP-I 一 PIT?TP-L 一 P-LP2P-! 一 ?了 
又 U"! 存 在 , 且 U* 为 UU 的 左 逆 ， 故 U' 一 定 也 是 右 逆 , 即 U*"U=UU"= 
I,，U 是 西 算 子 ， 

又 P= 二 VT*T 是 唯一 的 ，P 可 逆 ， 故 U 是 唯一 的 ，(1 ) 得 证 ， 

( 2 )T 是 正规 的 ， 作 A 包含 T 且 为 B(H) 的 闭 正 规 子 代数 ， 令 EE 
是 了 的 谱 分 解 。 

在 o(T) 中 令 


1 
v2) {TT A 0, po(4)=4.. 

1 ,A=0, : 
则 U0，P 都 是 o(T) 上 有 有 界 Borel 隐 数 ， 所 以 


(P(T)x, x) -| 1 41dBE， 0。 


故 P(T) 之 0。 又 


U(TIU(T)H=U(T) UT) = (UD=1(T)=1, 

且 U(N)P(N 和 )=UP()=4. 即 UP=j.， 所 以 U(T)P(T)=T， 即 
/ T=UP 

其 中 P 之 0 ，U 是 西 算 子 ， 又 T，P, UE 4， 所 以 T、P, UU 两 两 可 
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交换 。 定 理 得 证 ， 

定义 3 设 M，NE€B(H)， 奉 存在 TE BCH) 使 得 

M= TNT*! 

则 称 算 子 M 和 NN 是 相似 的 ， 记 作 M 和 ~N， 

若 存 在 西 算 子 UE B(H) 使 得 

M=UNU-! 

则 称 算 子 M 和 NN 是 剖 等 价 的 . 

定理 12 M、NE€B(H) 是 正规 算 子 ， 奉 M~N， 则 M 和 和 N 是 西 等 
价 的 . 

证 M~N， 则 存在 TEB(H) 使 得 M 二 TNT"!， 因 7T-! 存 在 ， 
岂 定 理 11 却 T 有 极 分 解 T=UP， 其 中 U 是 西 算 子 , P= T*TH.P 可 
逆 。 所 以 


M 一 UPNP-IU-: 

现 只 需 证 明 PNP-!=N， 即 PN=NP,， 先 证 明 P?N=NP? 即 T*TN= 
NT?T、，、 由 于 M=TNT-!， 即 MT=TN，、 由 第 四 章 定 理 19 知 M'*T= 
TN"。 得 T*M 一 (MT) 一 (TN?) 一 NT ， 所 以 NTT 一 T MT 一 
T?TM， 即 NP: 一 P2N。 

又 P :是 正规 算 于 ，N 与 儿 P2) 可 交换 ， 其 中 JEC(Cc(P:))， 因 
P 之 0，o(P?)cC[0 ,co)， 取 f(2)=vV4,，4E€o(P:)， 则 1(P?*)= 
P,， 得 NP=PN，, 即 PNP "= 二 N，。 所 以 M=UNU"!。 定 理 得 证 ， 
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第 六 章 ” 拓扑 群 


拓扑 群 的 概念 是 将 群 的 概念 与 拓扑 空间 的 概念 联系 在 一 起 而 产 
生 的 ， 同 一 个 集合 G 中 同时 有 群 的 乘法 或 加 法 运算 与 拓扑 运算 ， 这 
些 运 算 由 连续 性 条 件 相互 联系 着 ， 即 要 求 G 的 所 有 群 的 运算 在 拓扑 
空间 G 中 连续。 由 于 这 样 引入 拓扑 群 ， 群 与 拓扑 空间 的 基本 关系 几 
乎 都 可 以 转移 到 拓扑 群 上 来 讨论 ， 例 如 子 群 、 商 群 等 。 本 章 给 出 拓 
扑 群 的 一 些 基本 性 质 ， 特 别 要 研究 局 部 紧 拓 扑 群 ， 证 明 在 其 上 存在 
不 变 的 Borel 测 度 。 为 下 一 章 讨 论 交换 群 上 的 调和 分 析 作 准备 ， 


$6.1 基本 概念 


定义 1 G 为 集合 ， 若 满足 
(1)G 为 群 ， 
( 2 ) G 为 拓扑 空间 ， 
( 3 )G 中 所 具有 的 群 的 运算 在 拓扑 空间 G 中 连续 ， 
则 称 G 为 拓扑 群 . 
条 件 ( 3 ) 是 指 如 下 两 种 运算 的 连续 性 : 
(3d GxXG—G, 
xX,yXy (x XY )1 
(3b)G—G 
xXx!, 
更 完整 地 说 ， 映 射 x*,y 一 xy 连 续 ， 是 指 若 x,y 是 集合 G 的 二 元 
宗 ， 那 末 对 于 元 素 xy 的 任 一 邻 域内 ， 总 存在 元 素 x 与 了 的 邻 域 吕 与 
V ， 使 得 UVCT， 
其 中 UV={ub la€EU, bEV}., 
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陕 射 x 一 x-! 连 续 ， 是 指 若 x 是 集合 G 的 元 素 ， 那 末 对 于 元 素 

x :的 每 一 个 邻 域 V， 总 存在 元 素 x 的 邻 域 口 ， 使 得 
ULCY， 
其 中 U1= {a ! la€D}. 

下 面 给 出 几 个 拓扑 群 的 例子 

例 1 赋 范 线性 空间 是 加 法 拓扑 群 。 显 然 在 跨 范 线性 空间 加 法 
运算 xyy 一 % 士 ?是 连续 的 ， 这 是 指 ， 若 x, 一 X，2 一 >， 出 x, 十 
yx 十 y。 同 时 映射 x 一 x ! 是 连续 的 ,是 指 x, 一 Xx , 则 一 Xx, 一 一 Xx， 

例 2 实数 RR 和 复数 乙 在 通常 加 法 与 通常 拓扑 下 是 拓扑 群 。 单 
位 圆周 TT 是 习 法 拓扑 群 ， 

例 5 每 一 个 代数 群 取 离散 拓扑 都 是 一 个 拓扑 群 . 

例 4 GL(n,C) 表 示 nxn 非 奇异 复数 矩阵 所 成 的 一 般 线 性 群 ， 
取 通 常 的 矩阵 乘法 为 群 的 运算 ， 将 nXn 和 矩阵 看 成 C"” 中 元 素 ， 在 C 
的 拓扑 下 矩阵 乘法 自然 是 连续 的 ， 因 此 GL(n,C) 是 一 个 拓扑 群 . 

同 理 GL(n,R) 表 示 nXn 韭 奇异 实数 矩阵 所 成 的 一 般 线 性 群 ， 也 
爸 成 一 个 箭 法 拓扑 群 ， 且 它们 有 一 些 闭 子 群 ， 例 如 ， 

SL(n,R) 表 示 GL(n、R) 中 行列 式 为 1 的 nxn 和 矩阵 全 体 ， 构 成 
GL(n,R) 的 闭 子 群 . 

Ul(n, C) 表 示 GL(n， 0) 中 满足 UU" = = 1 的 nxn 矩阵 的 
全 体 ， 构 成 GL(n,C) 的 闭 子 群 ， 称 为 西 群 ， 其 中 U* 代 表 复 转 置 ， 
即 U0* = 二 UV，U' 代表 0 的 转 置 炬 阵 。 

以 上 例 1 、2 所 给 出 的 拓扑 群 是 可 交换 的 ， 更 一 般 地 R"、2"、 
都 是 可 交换 的 拓扑 群 . 例 4 给 出 的 拓扑 群 则 是 不 可 交换 的 ， 

下 面 给 出 拓扑 群 的 一 些 初等 性 质 ， 

(1 ) 取 定 a€G，G 是 拓扑 群 ， 则 映射 XxX 一 xa,， x 一 ax， x 一 
x ”都 是 G 上 的 周 胚 映 射 . 

证 “ 仅 驳 上 映射 x 一 xc 证明。 首先 ， 映 射 是 1-1 的 ， 事实 上 ， 对 
每 一 个 元 陛 ?EG， 存 在 xEG 使 得 ?一 xao， 且 x 是 唯一 的 。 其 次 ， 
x 一 xa 是 连续 的 ， 凑 7》=xa，W 为 3 的 一 个 邻 域 ， 由 定义 1 知 ， 存 
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在 x 与 a 的 邻 域 口 与 Vy ， 使 UVCW， 而 aEV， 因 此 UacW。 放 瞻 
射 是 连续 的 。 同 理 ， 可 证 道 了 映射? 一 ya-! 的 连续 性 。 ， 

(2) 设 G 是 拓扑 空间 ， 又 是 群 ， 则 G 是 拓扑 群 的 充分 必要 条 件 
是 映射 x,y 一 xy"!( G x G 一 G ) 是 连续 的 ， 

证 只 需 证 明定 义 1 中 条 件 (3 ) 可 用 以 下 条 件 来 代替。 “和 寿 
x*,yEG， 那 末 对 于 元 素 xy™! 的 任 一 邻 域 W， 总 存在 x 与 》 的 邻 域 
U 与 V， 使 得 UV-"!CW。” 该 条 件 记 作 (3c). 

设 z = 二 xym!。W 为 2? 的 一 个 邻 域 ， 由 定义 1 的 条 件 (34) 知 存在 
x 与 ?的 邻 域 避 与 Vi 使 得 VCW .再 由 条 件 (35) 知 存在 》 的 领 
域 了 使 得 V”ICY,， 所 以 UY IC， 即 由 (3c) 和 (35) 推出 (3c). 

反之 ， 和 在 (3c) 成 立 。 将 ?写成 ey ”1 一 2 1、Y :为 ?的 一 个 邻 
域 ， 则 存在 着 e 与 ? 的 邻 域 D 与 VY 使 得 YLICT， XeEU,, 所 
V1CUIV m1。 因此 Vm"!icCV,， 即 得 (35)。， 再 证 (3a)。 设 z=xy 
或 z 二 x(y~!)”。 设 W 为 z 的 邻 域 ， 由 (3c) 知 ， 存 在 x 与 y-! 的 邻 
域 U 与 V 使 得 UVi!1CW。 又 V | 是 y-! 的 令 域 ， 由 以 上 证 明知 ， 在 
在 >》 的 邻 域 V 使 V"!CV,, 或 VCVi!!， 于 是 有 UV CUVi!'!CW. 
(3a) 得 证 。 

( 3) 拓扑 群 G 是 齐 性 的 。 这 是 指 对 任何 a,bEG， 存 在 C 到 
G 上 的 同 胚 映射 ， 将 a 映 成 5b。 即 存在 同 胚 映射 9， 使 9(a)==b.、 

为 证 明 这 一 事实 ， 只 需 考虑 映射 

0 ，G 一 G 
X 一 XQ 'b. 
注意 到 ca 2 是 固定 的 ， 由 (1 ) 知 这 个 映射 是 同 胚 的 . 

由 拓扑 群 的 齐 性 知 ， 若 知道 包含 G 内 某 一 点 a 的 开 集 ， 就 可 以 
知道 包含 任意 反 的 开 集 。 特 别 若 知 道 包 含 e 的 开 集 U， 则 就 可 以 知 
道 包含 任意 上 后 b 的 开 集 bU， 有 以 下 结论 ; 

对 于 包含 a 的 开 集 立 ， 存 在 包含 。 的 开 集 U， 使 得 aUCV 及 
UacV, 

事实 上 ，ea 二 a 。 由 乘法 的 连续 性 知 ， 对 于 a 的 邻 域 VY ， 存 在 
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e 的 邻 域 U， 及 a 的 邻 域 W， 使 得 UWCV ,又 EW, 所 以 UacV. 
同 理 可 证 aUCV， 

由 以 上 讨论 知 ， 在 拓扑 群 中 ， 概 研究 某 点 a 的 邻 域 ， 只 需 研 究 
单元 e 的 邻 域 ， 例 如 要 证 明 G 是 局 部 紧 的 ， 只 需 证 明 ， 单 元 e 的 某 
一 邻 域 U， 其 闭 包 局 是 紧 的 . 

(4 ) 若 口 是 单 元 。 的 邻 域 ， 则 存在 e 的 邻 域 V， 使 得 V =V*! 
上 且 VCU。 称 V 为 e 的 对 称 邻 域 ， 

证 设 V=U[|U"! .显然 V 是 e 的 邻 域 , 且 VCU. 现 证 8”1 一 Y。 

设 a EV， 则 a EU，a€EU-!， 由 a EU 得 a-!1E€Um!， 由 a EU"! 得 
a"1EU， 所 以 a~!1 EUNU"!1 二 V， 即 a EV 则 a™; EV ,所 以 V=V "1!， 

(5)D0 是 e 的 邻 域 ， 则 存在 e 的 邻 域 W， 使 得 W? CCU, 

证 。 = 二 ee。 设 U 是 e 的 邻 域 , 则 存在 e 的 两 个 邻 域 W | ,W,， 
使 得 WW,CU， 取 W=WiN 站 NW,， 则 WCW,W,CcU. 

类 似 地 可 得 W"CU， 其 中 n 是 任何 正 整数 . 

(6 ) 奉 互 、 玉 是 拓扑 群 G 的 两 个 紧 子 集 ， 岂 乘积 EK 是 紧 的 。 

证 考虑 映射 jf.GXG 了 G，(g1,8:) 一 g18:。 因 为 H，K 是 紧 
子 集 ， 所 以 乘积 空间 HXK 是 紧 的 ， 又 因 上 映射 是 连续 的 ， 故 紧 集 
的 象 仍 为 紧 的 ， 即 电 XK 的 象 HK 是 紧 的 ， 

(7 ) 若 瓦 是 拓扑 群 G 中 的 开 集 ， 则 对 G 中 任 一 集合 S ， 了 TS 与 
SH 都 是 开 集 ， : 

证 任 取 sE€S、 因 为 1: H 一 Hs， 中 j(g)=gs 是 同 胚 映射， 所 
以 1( 有 H) 一 下 一 {gs ls EH} 是 开 集 ， 又 HS 二 【Hs. 因此 HS 是 开 集 ， 
同 理 可 证 SH 是 开 集 . 和 

( 8 ) 若 开 集 UCG， 紧 集 KCG， 则 

A={xEG IxKCU}, B= {x EG IKxCU} 

都 是 开 集 ， 

证 ” 任 取 xE A， 对 一 切 KEK 有 XKEDU 根据 飞 法 的 连续 性 知 ， 
存在 包含 * 的 开 集 V:， 包 含 k 的 开 集 W;， 使 得 ViWiCU。 令 在 


* 215 ， 


rt Fit hr -ee te i i PE rn Te EE rs ~ re ii 


关中 变动 ， 则 史 , 的 并 集 盖 住 K， 即 【| (WikERKj 二 大 。， 但 集合 
K 是 紧 的 ， 所 以 存在 KK 中 有 限 个 元 素 k,，ks，…，k。 使 熏 W， LW;， 
UU UW, OK. 

令 V =Vki hf Vr, {| 站 Yxs , 则 V 是 开 集 上 且 x EV， 任 取 y EV , 则 必 
有 yEV，,《j =1,2,…n) ,因此 对 任意 的 EE K 有 KkEW,, 且 yk€ 
V Wi;CU。 所 以 yEA， 从 而 VCA。 

以 上 证 明了 任 取 xE 4A， 存 在 开 集 V， 使 得 xEVCA， 因 此 A 和 是 
开 集 。 同 理 可 证 B 是 开 集 ，, 

定义 2 若 函 数 f: G 一 C 满 足以 下 条 件 ， 任 给 二 0， 存在 
包含 e 的 开 集 了 ， 使 得 对 一 切 aeEY， 不 等 式 

lf (x) —f(ax)| <e 

对 一 切 xEG 成 立 ， 则 称 了 是 左 一 致 连续 的 . 

符 不 等 式 

f(x)—1(xD)| <e 

对 一 切 xEG 成 立 ， 则 称 了 是 右 一 致 连续 的 , 

大 了 既是 左 一 致 连续 ， 又 是 石 一 致 连续 ， 则 称 f 为 一 致 连续 
的 ， 显 然 在 交换 群 上 左 一 致 连续 和 右 一 致 连续 是 相同 的 ， 

定义 3 对 于 函数 了 ， G 一 C, 车 a EG， 定 义 fo(x) 为 fe(x) = 
f(a -1x ) ， 

定理 1 若 j，G 一 C 是 左 一 致 连续 的 ,oaEG， 则 映射 pa 一 
f. 是 连续 的 

证 邻 C(G) 表 示 所 有 有 界 复 连续 函数 ， 则 C(G) 为 一 赋 范 线性 
空间 ， 其 范 数 为 |g 上。 (gE€C(G) ) .9 在 4 点 连续 是 指 ， 任 给 
e>0， 存 在 4 的 邻 域 U， 当 bEU 时 有 上 f, 一 f。 上 。<e。 由 拓扑 
群 的 性 质 3 知 ， 以 上 事实 等 价 于 ， 任 给 se>> 0 ， 在 在 e 的 邻 域 V， 
使 得 对 所 有 cEY 有 | f。, 一 fo | <。， 

由 于 f。。(x)==f((ac)-!x)=f(c™ la 1x)=f (a 1x)=(f,) (xX), 
所 以 foo 一 fo=(f ,一 1)。. 
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又 jg|。= eg 于 是 11 一 jj -<e 即 1 一 让 。<es。 这 谅 
明 要 证 明 ”p，a 一 f, 在 a 处 的 连续 性 ， 只 需 证 明 它 在 e 处 的 连续 性 . 
根据 了 的 左 一 致 连续 性 ， 任 给 ez 0 ， 存 在 e 的 对 称 邻 域 V， 
使 得 对 一 切 c EV 有 
f(x)—1f(cx)| <e. yx€EG, 


即 上 (了 一 了 -以 x) <e VYxEG, 


] 


由 于 也 的 对 称 性 ，o”1EVY，cEY。 故 得 
(fF —1)(%) |<e, YxEG。 

从 而 ‖ 一 了 ,上 。<e。 即 9 在 e 处 连续 ， 所 以 9 在 a 处 连续 ， 又 
acEG 是 任意 的 ， 故 "是 连续 函数 。 

定义 4 右 G 是 拓扑 群 G 作 为 拓扑 空间 是 局 部 紧 的 
Hausdorff 空 间 ， 则 称 G 为 局 部 紧 群 ， 

我 们 用 C。(G) 表 示 满 足以 下 条 件 的 函数 全 体 ，f EC(G)。， 且 对 
任 给 s> 0 存在 紧 集 KCG， 使 得 在 kK" 上 有 |f| <e. 

定理 2 G 是 局 部 紧 群 ， 阁 fj EC。(G)， 则 了 是 一 臻 连续 的 ， 

证 先 证 了 是 左 一 致 连续 的 。 因 为 JEC。(G)， 所 以 对 于 任 给 
ce> 0 ， 存 在 紧 集 KCG， 使 得 在 K" 上 Mf <-。 

任 取 aE€K，f 了 在 4 处 连续 ， 故 存在 开 集 U。，eEU。 使 得 

lf (ua) — f(a)| < 

对 一 切 W EUV 成立， 又 对 U, 93e， 存 在 对 称 开 代 V。3e， 使 得 V ?CC 
U。， 由 于 KK 是 紧 集 , {Voa la€ K} 是 K 的 开 和 覆盖 , 则 存在 a ,as， …， 


a,。 EK， 使 得 
[UJ V0, SK. 
i=1 ， 

令 Vv= fiy。， 


则 V-!=V，V 是 开 集 且 e EV， 
下 面 证 明 ， 任 给 >0， 有 
f(x)—f(cx) |&e, YeEV, YxEG, 
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分 三 种 情形 ， 
(1 ) 若 cx K,，x4K， 则 
jx) —fCex)) < f(x) + llex) [<+ 5 = 


( 2 )xEK, 则 必 有 某 个 a; 使 x EV。 ,Qi EU, iai， EV Vi 
CV, 10 ICU 。 043 所 以 


f(x)—f(cx) WN -CaO + Cen) - ex) 


ur 
( 3 )ex EK, 0 以 有 其 个 使 ox CV， ,WCUs ,0 XE€ce Yai 
CVV ,aCU,,a ， 所 以 


je) jCex) [<e | 
由 以 上 讨论 知 j(x) 是 左 一 致 连续 的 ， 同 理 可 证 ，f 是 右 一 致 连 
续 的 ， 定 理 得 证 ， 


$6.2 子 群 和 商 群 


定义 5 和 若 G 是 拓扑 群 ， 瑟 满足 

(1)H 是 群 G 的 子 群 ， 即 若 a,bEH， 则 ab™'EH, 

( 2) 是 拓扑 空间 G 的 子 空间 ， 

则 称 五 是 所 扑 群 G 的 子 群 ， 

定义 6 若是 拓扑 空间 G 的 开 子 集 ， 又 是 拓扑 群 G 的 子 群 ， 
则 称 五 为 拓扑 群 G 的 一 个 开 子 群 ， : 

有 了 子 群 的 概念 ， 可 以 在 群 G 中 引入 等 价 概念 。 互 是 群 G 的 子 
群 ， 浴 a,bEG， 当 且 仅 当 b™"!a€EH 时 , 称 a 与 b 是 等 价 和 的 ， 记 作 
G 一。 这 样 建立 起 来 的 等 价 关 系 满足 下 列 条 件 ， 

(1 7) 反射 性 a 和 ~ a，; 

(2 ) 对 称 性 着 a 一 5， 网 ba ， 本 

(3 ) 传 递 性 若 ao~0，b~e, 则 a~o. 
事实 上 ， 由 orlc= eE 了 知 0 ~ 9， 若 9 一 日 即 biaEB， 则 
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(b-!10)-!==a"1bEH, 即 b 和 ~a。 又 若 4a 和 ~b, 5 人 ~c 即 b 1aE 隐 ， 
‘Jc-'b€EH,， 则 ce™!'a=c !bb ia€H, 即 0 下 2， 

按 以 上 关系 ， 将 G 中 元 素 分 成 了 等 价 类 ， 每 一 个 等 价 类 ， 称 为 
群 G 按 子 群 晴 划分 的 龙 傍 集 ,车 A 为 按 昌 划分 的 一 个 左 傍 集 , 且 a€ 有 4， 
则 A4=aH， 且 每 一 个 形 如 5b 的 子 集 都 是 左 傍 集 .又 有 H=eH, 故 HH 本 身 
也 是 一 个 左 偿 集 。 

完全 类 似 地 ， 可 以 引入 另 一 等 价 关 系 : 4,DEG，4 人 一 5b 当 且 仅 
当 abp”1E 万 这 样 所 得 的 等 价 类 称 为 按 子 群 互 划分 的 右 傍 集 ， 

定理 5 若 二 是 拓扑 群 G 的 开 子 群 ， 则 五 是 闭 集 , 

证 只 和 需 证 明 GNH 是 开 集 .由 于 玉 是 开 集 ， 利 用 $6.1 拓扑 群 
的 性 质 (7 ) 知 ， 每 一 个 左 傍 集 都 是 开 集 ， 又 

GN\H= U {xH lx€ GN H}, 
所 以 GN\H 是 开 集 。 定 理 得 证 . 

定理 4 若 刀 是 拓扑 群 G 的 子 群 ， 且 二 包含 单元 e。 的 一 个 邻 
域 ， 则 五 是 G 的 开 子 群 ， 

证 因为 存在 开 集 UCH， 使 得 EU， 所 以 HCHU， 又 U 是 H 
的 子 集 。 所 以 HUCH。 由 此 得 

H=HU. 
U 是 开 集 ， 故 HU 亦 是 开 集 。 即 互 是 G 的 开 子 群 . 证 毕 。 

若 G 是 拓扑 群 ， 互 是 G 的 子 群 。 考 虚 左 傍 集 空间 

G/H= {xH Ilx€ G}, 
并 考虑 映射 x， G 一 G/H,， 
XX-*XxH= % ， 
或 写成 
n(xX)= nx = Xx 一 X% 万 ， 

在 G/ 巨 中 给 出 一 个 拓扑 ， 使 = 是 连续 的 。 为 此 用 下 面 的 方法 给 
出 G/H 中 开 集 的 定义 ，G/H 中 的 子 集 W 是 开 集 ， 当 且 仅 当 r-I(W) 
在 G 中 是 开 的 。 这样 得 到 集 类 

W= {WCG/H lx"1(W) 是 G 中 开 集 }. 
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由 于 x-1($) 一 $,z-!1(G/H)==G. 显 然 有 $,G/HEW， 若 {Wa1 
为 访 中 一 集 谢 ， 由 于 z-!( 【Ww。)= 【] <: (W。) ， 而 每 一 个 


x-!(Wa ) 为 开 集 ， 所 以 【Wa € 太 ， 又 车 W:，WE 访 , 则 


z1(WiW)=w-!1(W1) 几 zx-1(W), 故 Wi 则 W,EW， 因 此 按 以 
上 方法 定义 的 W 确 实 满足 开 集 的 要 求 ,这 样 定义 的 拓扑 是 G/H 中 使 # 
连续 的 最 强 的 拓扑 . 
定理 5 

(1 )z 是 开 上 映射 , 即 若 UCG 是 开 集 , 则 x(U) 是 G/H 中 的 开 集 。 

( 2 ) 右 瑟 是 G 的 闭 子 集 ， 则 G/ 了 是 Hausdorff 空 间 ， 

( 3 ) 映 射 (x,yH ) 一 xyH 是 GXG/H 一 G/H 的 连续 映射 、 
(此 时 GVH 是 拓扑 空间 ，GX GVH 是 看 成 拓扑 群 作用 在 拓扑 空 间 上 ) 


证 (1) ri(rU)= DEL tux Een). 


事实 上 rxU= {xH WEU} =UH. 关 U EanU) 则 zxvE zxU=UH， 即 
存在 菜 个 x EU 使 Xv 二 x1,H, 或 JH 二 x1H. 又 eEH， 所 以 EvH= 
xX1.H。 故 存在 hE€H 使 得 v= 二 x jh， 即 v€EUH， 因 此 ww-!i(xU)C DB 
反之 UH 中 任 一 元 素 可 写成 xh， 其 中 xEU,hE€EH. 又 1 (xh)=xhH= 
XHE nx(0)， 所 以 xh En CrU)， 也 就 是 UVHCr ICrU)。 这 就 得 到 
xi(xU)=UH., 
又 品 为 开 集 ， 则 UH 为 开 集 ， 即 x!(x0) 为 开 集 ， 由 G/FH 中 的 拓扑 
定义 知 x0 为 开 集 。 也 就 是 #5 为 开 映 射 . 
( 2 ) 设 x 耳 ，yH 是 G/H 中 二 相 蜡 元 ， 妇 xH 站 yH， 也 就 是 
》 "XxXFH。 因 五 是 闭 的 ， 得 GN 是 开 的 ， 又 因 G 是 拓扑 群 ， 所 以 
x,y 一 yy 'x 是 巡 续 的 ， 于 是 存在 开 涯 0，V 使 得 xEU,yEV 有 ViU 
EG\H. 
令 A 二 XxU，B=xV， 由 于 XEU， 人 得 xx€ExU= 二 A， 即 xHEAA， 
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闻 样 有 ?在 E 了 B. 又 zx 是 开 映 射 , 故 4, B 为 开 集 ， 若 能 证 明 4n B= 少 ， 
则 GYH 是 Hausdorff 空 间 ， z 

事实 上 ， 著 A 门 B 史 5。 取 zE ANB， 由 zE 4 知 存 在 EU 使 得 
z = 4， 由 z€EB 知 存在 vEV 使 z =v， 于 是 得 w 二 0 或 UH=vH， 
即 2 1w EH， 与 v- 1!1wE€ GNH 予 盾 ， 

特别 ， 震 五 = {e}， 得 G/H=G 是 Hausdorff 空 间 ， 

( 3 ) 定 义 上 映射 o，G x G/H 一 G/H. 

(Xx,Xy)— nxy. 
或 o(x ,ry)= xzxy, 存 WCG/H 是 开 集 ，(a,xb) Eo-1(W)， 则 
x(ab) EW, 从 而 ob Ex-1(W)， 又 习 法 是 连续 的 , 故 存在 开 集 U 和 V， 
使 得 EU, bE€EVHUVEx-1(W)， 即 
Uxx(V)Co-!(W)., 
因为 + 是 开 映 射 ，x(V) 是 开 的 且 xbEx(V)， 所 以 o 是 连续 的 ， 定 理 
得 证 ， 

为 了 进一步 讨论 G/H， 需 要 引入 正规 子 群 的 概念 ， 前 面 曾 将 代 
数 群 G 按 子 群 瑟 划分 左 傍 集 与 右 傍 集 。 那 末 在 什么 条 件 下 ， 左 傍 集 
与 右 傍 集 重合 。 若 4 既是 左 傍 集 又 是 右 傍 集 ， 则 A=aH= Ho。 其 
中 a 是 和 4 中 任 一 元 素 。 也 就 是 a~!Ha=H。 由 此 引入 以 下 定义 ， 

定义 7 五 是 代数 群 G 的 子 群 。 若 对 每 一 个 RE 了 及 每 一 个 aE 
G 有 a jhaeE 卫 , 即 对 每 一 个 aEG 有 a"1Ha= 刀 , 则 称 瑟 为 群 G 的 正规 
子 群 

显 伏 ，a™!1Ha 二 日 当 且 仪 当 aH 二 Ha, YYa€G， 

定义 8 G 是 拓扑 群 。 若 

(1)HH 是 群 G 的 正规 子 群 ， 

《2) 互 是 拓扑 空间 G 的 子 空间 . 

则 黎 五 为 拓扑 群 G 的 一 个 正规 子 群 ， 

定理 6 G 是 拓扑 群 ， HH 是 G 的 闭 正 规 子 群 ， 风 

( 1)G/H 是 拓扑 群 . 

( 2) 寿 G 是 局 部 紧 的 ， 则 G/H 也 是 局 部 紧 的 ， 
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证 《1 ) 在 Gy/ 中 定义 乘法 :x 达 .? 百 一 xy 也 ,或 记 为 “了 二 2， 
其 中 x，yEG。 在 这 样 的 习 法 运算 下 ， 容 易 验 证 G/E 是 一 个 群 。 事 
实 上 ， 由 于 G 中 元 素 满足 结合 律 ， 故 G/H 中 结合 律 是 显然 的 ，H 
是 G/H 的 单位 元 素 ，H(xH) 二 (xH)H==H。 且 xH 的 逆 元 素 为 x-!H,， 
这 是 因为 (x-1H)(xH)= (xH)(x-!'!H)=H / 

又 由 定理 5( 2 ) 知 G/H 是 一 个 Hausdorff 空 间 ， 若 能 证 明 群 运 
算 在 拓扑 空间 中 连续 ， 则 GY/H 就 是 一 个 拓扑 群 : 

设 W 是 G/H 中 的 开 集 , 且 x(o)wx(b)-!=ab-"1HEW， 所 以 ab "7! 
Ex 1!(W), 由 此 知 , 存 在 开 集 UV 使 得 a EU, bE€V, 有 UV"!'C 
x A(W); 即 zx(D0)z(VT!')CW. 由 于 zz 是 开 上 映射 ,x(U),x(V7') 是 G/H 
中 的 开 集 。aED, 故 coHEr(OI)， b-!1EV-'!。 因此 b-1HEx(V-!)= 
( zx(V) ) -:， 由 此 知 aHEzr(U)，bHEr(V), 且 r(U)z(VD) IC 
所 以 群 运 算 ( zx)，z(y)) 一 x(x)z(y)! 是 连续 的 ， 

以 上 证 明了 GYH 是 一 个 拓扑 群 ， 称 为 商 群 ， 

( 2) 设 G 是 局 部 紧 的 ， 因 而 有 单元 e 的 某 个 开 邻 域 U， 使 得 U 
的 闭 包 U 是 紧 的 ， 又 x(e)==H, 得 H=x(e)cCx(U)caz(U). 因为 
7 是 连续 的 ， 故 z( 口 ) 是 紧 的 。 r(U ) 是 Hausdorff 空 间 的 紧 子 集 ， 
因而 是 闭 的 。r(D) 为 开 集 ., 所 以 r(U) cx(U)， 又 x(0) 是 紧 空 间 
的 闭 集 ， 因 而 也 是 紧 的 ， 这 就 证 明了 存在 单元 H 的 开 邻 域 z(U)， 使 
x(D) 是 紧 的 ， 故 G/H 是 局 部 紧 的 。 定 理 得 证 ， 

定理 7 ( 同 构 定理 )， 设 G,，G; 是 拓扑 群 ，9 是 G1 到 G: 上 
的 代数 同 态 , 且 为 连续 的 开 上 映射 , 记 H= 二 ker9={xEGi p(x) 一 e}。 
定义 P(rx)= 二 9(x) 是 G1/H 到 G; 的 映射 ， 则 2? 是 G1,/H 到 G。 上 的 同 构 
映射， 而 且 也 是 同 胚 的 . 

证 首先 容易 看 出 昌 是 代数 群 G, 的 子 群 又 车 x* EH，a€Gi， 
则 

pka-ixa) 一 0(a-1)0D(XJ0(a) 一 Do-1)0(a) 一 e ， 
所 以 a™*xa€ H， 故 HH 为 代数 群 G ,的 正规 子 群 . 
又 因为 H 是 元 素 e€G;, 在 连续 映射 ?下 的 原 像 ， 改 H 是 拓扑 空间 
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G: 的 闭 集 ， 因 此 互 是 拓扑 群 G, 的 正规 子 群 . 

x7: Gi 一 G/H 是 连续 的 开 上 映射 ,9 为 Gi 到 Gs 上 的 代数 同 态 , 故 定 
义 P(xx) 二 9(x) 是 有 确切 意义 的 ， 事实 上 ， 者 zx 二 wy 则 yx€ 有 H， 
即 p(y-!x)= 二 ee。 攻 有 ?(y)-'9(x)=e。 所 以 ?9(y) = 二 P(x)， 即 
p(xx)=Pp(ny). 

又 由 于 9 是 G ,到 G。 上 的 满 射 , 且 为 代数 同 态 , 故 以 上 定义 的 P 是 
G1,/H 到 Gs 上 的 满 射 ， 且 为 1-1 的 ， 同 时 保持 代数 运算 ， 因 而 ?是 
G1/H 到 Gs 上 的 同 构 映 射 

再 证 明 p 和 Pp-! 是 连续 的 ， 

设 开 集 VE€G,，， 由 于 9 是 连续 的 ， PV)EG, 也 是 开 的 ， 又 7 
是 开 上 映射 ， 故 z ( w-!(Y) ) 是 开 的 ， 即 2-!(V)=x 《8-1(V) ) 是 开 
的 。 所 以 Pp 是 连续 的 ， 

设 开 集 UE G1/H， 由 定义 知 x-!1(U) 是 开 集 ， 又 Pp 是 开 上 映射 ， 所 
以 p(x-!(U) ) 是 开 的 。 即 (U)=9 ( x"!1(U) ) 是 开 的 ， 故 :是 
连续 的 。 定 理 得 证 。 

以 上 是 拓扑 群 G VB 到 拓扑 群 G: 上 的 映射 ， 它 是 代数 群 G1/H 
到 代数 群 G, 上 的 同 构 映射 又 是 拓扑 空间 G1/H 到 拓扑 空间 Gs。 上 的 
同 胚 映 射 。 称 P 为 拓扑 群 G: /到 拓扑 群 G* 上 的 同 构 上 映射. 

若 两 个 拓扑 群 之 间 存 在 着 同 梅 映 射 ， 则 称 这 两 个 拓扑 群 是 同 构 
的 。 

定理 8 知 G 是 局 部 紧 群 ， 则 必 存 在 一 个 o 一 爱 的 开 子 群 G，， 
Go, 也 是 闭 的 ， 

证 ” 设 Y 是 e 的 对 称 的 紧 的 开 邻 域 ， 由 于 乘法 是 连续 的 ， 故 V 2， 

一 六 UV? Uv 网 
则 显然 G, 是 G 的 一 个 子 群 ， 且 由 于 Y"(n= 1， 2 ，…) 都 是 紧 的 ， 
故 Go 是 0 一 过 的 ，。 

又 Go 二 GoV,，V 是 开 的 ， 故 Go 是 开 的 ， 叉 由 定理 3 各 Go 是 闭 

的 ， 证 笠 。 
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$6.3 局 部 紧 拓 扑 群 上 不 变 Borel 测 度 的 存在 性 


本 节 将 证 明 在 任何 一 个 局 部 又 折 扑 群 上 ， 存 在 一 个 不 变 的 正 
则 Borel 测 度 。Riesz 表 示 定 理 指出 ， 对 于 局 施 色 Ts, 空间 6G， 知 存 
在 Co(G) 上 的 正 线 性 泛 函 上 ， 则 存在 正则 Borel 测 度 凡 使 得 Lf 二 
| dW,fECe(G). 为 此 ,只 需 证 明 在 Ce(G) 上 存在 唯一 的 正 线性 泛 
区 m， 且 m 是 左 ( 右 ) 不 变 的 ， 

定理 9 大 G 是 局 部 紧 拓 扑 群 ， 则 在 Co(G) 上 存在 唯一 的 非 零 
左 不 恋 的 正 线性 泛 函 了 8，。， 即 豚 关 0 是 Co4CG) 上 的 线性 泛 极 ， 且 满足 

(1)mf 之 0， 当 f ECe(G) 且 1 之 0， 

( 2)m(fs)=mf, 当 f ECo(G), a€EG, 

证 分 两 步 证 明定 理 ， 

(1) 令 E==Ci(G)N{0}=={f;,G 一 [0 ,co) 咱 了 是 连续 的 ， 且 具 
有 紧 支 时 ， 了 了 关 0 } 首 先 证 明 在 B 上 存在 左 不 变 的 正 线性 泛 函 ， 即 
有 m: E 一 (0 ，ce)。 满 足 

m(fi+fi)=mfi+mf,, f1, f: EE, 
m(cf)= cmf, 1€EE, C0., 
mfe= mf], a€tG, 1E€E. 

为 在 B 上 定义 m， 分 以 下 儿 步 : 

1) 引 理 1 jgEE, 对 于 每 一 个 xEsuppf, 存 在 c> 0 ,a6E G， 
UE.N,( ,表示 e 的 邻 域 族 ) ， 使 得 在 xU 上 成 立 着 了 < 委 cg。. 

证 由 于 5 是 索 集 上 的 连续 函数 ， 故 存在 bpE G ,使 得 外 g|。= 
8g8(b) 盖 0。 因 此 对 了 的 支 保 中 的 某 个 x ,一 定 可 以 找到 c> 0 ， 使 得 
cg(b)>1(x). 

由 f 的 连续 性 知 ， 一 定 存在 x 的 某 个 邻 域 V， 或 e 的 某 个 邻 域 
U， 使 得 

cg(b)> f(y)，yE€xU (或 y EUx ) 。 
再 由 8 的 连续 性 知 ， 上 式 在 b 的 邻 域内 也 成 立 。 又 gs6*1(y)== 
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g(bx-:y)， 且 当 y 在 x 的 令 域 中 ， 则 bx™!y 在 b 的 邻 域 中 ， 故 有 
cgzs-1(y) 之 f(y). y ExU. 
取 a= 二 xb"!， 则 在 xU 上 有 jf 三 cg。 引 理 得 证 . 
按 上 述 引 理 的 结论 ， 作 {Ux |x€suppf}; 将 了 的 支 集 履 疼 住 ， 
又 了 的 支 集 是 紧 的 ， 故 存在 a; 和 c(i 二 1,2,…,n)， 使 得 


if<> CiBas, 
i 
事实 上 ， 奉 XEsuppf， 则 必 有 某 个 cs， a:， 使 得 f <cigat 


< > ci8a,， 若 x4 suppf. 则 f= 0 ,上 式 自然 成 立 。 


fei 


2) 定义 (了 :8 ) 
(f+8)=inf{ Doel nEN，c>0 a€G, 1< 


i=™1 


> co 


1=1 


由 以 上 引 理 1 知 ， 上 上 式 右 方 集合 是 非 空 的 ， 且 显然 有 0 委 (f :5) 
<c。. 
(了 :8 ) 只 有 以 下 性 质 ， 


(a) (f+8)> Ls 


证 由 于 f 是 有 紧 集 合 上 的 连续 函数 ， 放 存在 x。EG， 使 得 
f= f (x0), 所 以 


| ei)< 之 Cigai(Xo )<(> ci) ll gl。, 


又 lg 有 ;大 0， 因 此 有 HD 取 下 确 界 ， 即 得 所 证 . 


(b)(forg) 二 (ff :8)， 由 定义 显然 成 立 ， 
(cj)cj:8) 一 clf8g)，c>0， 显 然 成 立 。 
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(a)(fitf2:g)(fi:g)+(fs:g) 《次 可 加 性 )。 
证 任 给 s 之 0， 有 


2 十 (f; g)> > ch 其 中 用 》 cigoi / 


又 e+ (f2:8)> > di, 其 中 f,< > dg 


1= 1 


相 加 得 2et+ (fi:g)+(fs:g)> > ci 十 > dj. 


| 1 和 11 


而 J+ Fog, + DS ae, 


j=1 


所 以 (fi+f;,:8)< > Ci 十 S dj<(fi:e)t+ (fs:8) +2e. 


f=1 J = 


由 的 任意 性 ， 即 得 所 证 . 
(《e) 帮 11 二 J, ， 则 (f1:8) 二 (fs:g8)， 显 然 成 立 ，| 
Cf) fe (ern). 


证 右 f 专 DE < djhi;， 则 


j=l 


8 <(FD ian 让 -a Dp 


i=19 4i ‘i=13 
于 是 | > 5 Cidjha ,,. 
所 以 (Ff: < > cidy = (5 6)(5 dj) 
Ll i=l j=1 


<(f: Ce: hy. 
(g)(f1:1)=1. 


证 因为 f=1 :了 ,所 以 (fj: 有 1 又 (jf >=1. 


) 
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故 ( 了 :， 了) 一 1。 
以 上 定义 的 (了 :8) 满 足 次 可 吉 人 性 ， 而 不 是 可 加 性 。 为 利用 (了 
8 ) 定 义 m， 必 须 改进 次 可 加 性 ， 
3)” 周 定 hEE， 对 于 了 ，gE€E 定 义 
_ (f:g) 
mg(f)= (Ch: . 
由 于 (f:g) 志 (Jf :hn)(n:g). 得 mg(f) 志 (f:h)， 又 由 于 (hn:8) 


<(h:f)(f:8)， 所 以 mg(f) 之 一 -一 -一 ， 即 


-三 1) 


ms(f) €| 一 下- (f:h) | (与 8 无关 ) ， 


因此 mg(f) 闪 0 对 于 每 一 个 ， 闭 区 间 | -7 ,fh) | 是 紧 的 ， 
由 Tychonoff 定 理 知 


s=1I es yf n) | 


是 紧 的 Hausdorff 空 间 ， 对 于 一 切 g €E，mg 可 以 看 成 S 中 一 点 ， 
mg( 了 ) 就 是 mg 的 了 坐标 ，mg 有 共有 以 下 性 质 
(a )mg 是 左 不 变 的 . 


mg(fo)= 


( bmg 是 正 齐 次 蝎 ， | 
mg(cf) 二 cmg( 了)。、c 盖 0， 显 然 成 立 。 

(c )mg 是 次 可 加 的 ， 
mg(fit+f;)<mg(fi) +mge(f:). 

由 (了 ;8) 的 次 可 加 性 ，。 显 然 成 立 ， 

(d) 引 理 2 f:。 1; EE， 任 给 8 这 0 ,存在 VE€.N,, 对 于 支 集 
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在 V 中 的 一 著 s EE， 有 
(1+te)mg(fi +f,)>mge(f1) ims(f:). 
证 令 f=f, 十 f,， fo。EE, 上 且 在 f 的 支 集 上 J 二 1 . 令 6> 0， 
且 满足 6(f。:f)<<， 其 中 。>> 0 是 给 定 的 ， 定 义 


0 Ir fi 0 Gi=1,，2). 
0 当 了 f(x) 二 0， 
显然 h,《X) EE 且 supphi; 二 suppfi;。， 由 定理 2 知 h,《(x) 是 一 致 连续 的 ， 
任 给 e1 0 ， 存 在 V EH,。 当 Xx"!y EV 有 
hi (x) —hi(Cy) [es (i=1, 2) 
令 gEE, suppseCV 且 f< > ci8af， 则 


1=1 


fi=(f+6f)h< > cihiga +ihifo, (i=1, 2) 


t=1 


js< S cih Sat fo (i=1, 2) 
1= 1: 
大使 6o ,(x) 天 9， 邑 g(ay™!x) 丈 0， 也 就 是 aj~'x EsuppgCV， 
风 | h(x) —h(as) |<e, (i=1,， 2) 


所 以 f; >, cj hs(ay) 十 el Jj8a,; 十 ofo。 (i=1，2), 
Te1 


由 于 (g 6) Tl 得 


(fitg)< 六 ci(ji(oj) 十 si 十 6(j:8)， (i=1,2) 


f=1 


因此 (fi18)+ (fa1g)< S cji{hs (oj) 十 las Cas) +2e1) 


f=1 


+26(f,:8). 
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由 用 的 定义 容易 看 出 到， (o7) 十 瑚 ? (a;)<<1, 所 以 


(fiig)+ (fa18)< > ci(1+2e1)+26(1,18). 


j=1 


由 (j:g) 的 定义 及 (f。:8) 志 (jf。:1)(f:g)， 得 
(f11g8)+ (fs:g)<(1+2e, +26(f,:1)) (1:8). 


€ 已 2 
取 ,< 一 XH 得 
(fi1:g)t (fo:g8)S(1+e)(f:g). 引 理 得 证 。 
4) 对 于 每 一 个 FE.Ar。， 令 
Ky=Glimg| suppgCY)， 
由 于 Vshhihn0nY 一 YE.f 
故 KyCKy;, (t=1,2,.…,n). 由 Urysohn 引 理 知 K， 鸣 几 这 表明 
Ky 具有 有 限 交 性 质 ， 即 
Kr .flKysf\ (Ky, $， 
又 因为 S 是 紧 空 间 ，Ky 是 闭 的 ， 故 
{ YK. 
Ves : 
令 m € {kK;. 
VEN, 
则 m 具 有 以 下 性 质 . 
(a )m(f,) =m(f). 


证 mE | ]K,。，S 上 的 拓扑 是 取 乘 积 空间 的 拓扑 ， 对 于 任 


VEN, 
给 的 e>>0， 取 下 的 邻 域 为 
U{s ES [ls(f0)—m(f,) |<e, ls(f)—m(f) I<e}. 
由 于 m 是 集合 {mg |suppgCY) 的 极限 点 ， 故 中 必 有 该 集合 中 的 元 
京 ， 即 存在 gEE， 使 得 
Img(f)—m(f) [<e, Img(fe)—m(fo) |<e. 
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又 mgCf)=m8tf)， 所 以 
Im( f )~—m(f)| < 2e 
又 是 任意 的 ， 帮 得 m(f,)= 二 Im( f)， 
(bm(cf)=em( f ), c> 0,， 
证 明 与 ( a) 相似. 
(cm(f tf )=m(f) ttm), 
证 因为 mg(f1 十 f1) 才 me(f1) 芋 mg(f;)， 故 有 
: m(fi+f:)<m(f)+m(f,). 
又 由 3) 知 ， 任 给 。 > 0 ， 存 在 7TFE.A .， 当 gEE 且 suppgCV， 
有 (lt+e)mg(fi+f,)>mg(f1)+mg(f,), 
所 以 (1 十 e)H (六 +f,) 守 mm(f1) tm(f,). 
由 8 的 任意 性 中 得 所 证 ， 
总 结 以 上 讨论 ，m 束 是 E 上 非 零 的 左 不 变 正 线性 泛 函 ， 
( 2 ) 将 泛 函 m 扩 张 到 C， (G) 空 间 上 ， 
当 于 = 0 ， 定义 m( 0 ) 二 0， 
当 了 了 ECo(G) 是 实 值 郑 数 ， 则 了 = 三 广 一 广 ， 定 义 
Hi 了) 一 凡人 一 了 三 )。 
“了 EC.(G) 是 复 值 函数 ， 了 二 ww 十 iv， 定 义 
m( f )=m(u)+imt(v). ' 
这 样 定义 的 m 就 是 C.(G) 上 非 零 的 左 不 变 正 线性 泛 函 ， 由 Riesz 
表示 定理 知 六 
nj 一 人 fdm, f EC.(G) 
就 是 一 个 左 不 变 的 Haar 积 分 。 
下 面 证 明 m 的 唯一 性 ， 为 此 允 请 明 以 下 两 个 引 理 。 
引 理 3 若 j EC.(G), 则 任 给 之 0 ,存在 UyE -f ,使 得 对 一 切 
xECUr， 有 ， 


及 | (xy) —f(y) ldm(y)< 8, 


| fCyx)—1(y) ldm(y) < e ， 
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证 只 证 第 一 式 ， 第 二 式 的 证 明 完全 类 似 . 

由 jE€EC,《(G) 若 1 是 一 臻 连续 的 ， 任 给 2' 二 0 存在 V,€. 人 个.， 当 
xEV,，yEG， 有 |f(x y) 一 1(y)| < 之. 

suppf 二 K 是 紧 集 ，m 是 正 测度 ， 因 此 任 给 a”>>0,， 存在 开 集 
U 二 K， 使 得 mU<mK 十 ex。 再 根据 $6.1 拓扑 群 性 质 ( 8 ) 知 

V ,={xXEG |lxKCU,} 

是 开 集 ,又 eEY,， 故 YE. 人 ,, 令 V 二 V 站 VV, ,并 且 假 设 V=V 
否则 缩小 V 而 得 e 的 对 称 邻 域 . 

若 xX*EV， 则 对 一 切 yEG， 有 (x y) 一 f(y) 1<e 且 xKCUD, 
x 1!KCU.,. 

当 xEV， 若 了 (x y) 居 0， 则 xyEK，yEx 'KCU， 闪 f(y) 
< 0， 则 y€ KCU. 

若 y$U， 则 了 (y)= 0， 且 f(x y)=0 (否则 yEU )。 所 以 


| f(xy) —f(y) | dm(y)=| f(xy)—f(y) ldm(y)<e’ m(U) 


<e’ (mkt+e’)<e. 引 理 得 证 ， 

引 理 4 ” 设 m 是 G 上 左 不 变 的 正 的 正则 测度 ，w CG 是 非 空 开 
集 ， 则 m(w) 之 0， : 

证 用 反 证 法 ， 设 m(w) 二 0。 若 K 是 一 个 肥 集 ， 则 必 有 KC 
U au la€ G}. 

事实 上 ， 荐 k EK， 取 wo Ew， 令 a= 二 kus*:， 则 k= 二 auo € au。 
由 此 知 U(aw la€G} 是 KK 的 一 个 开 覆 盖 ， 又 KK 是 紧 集 ， 故 存在 al， 
G2, "*", a,€G 使 得 


KC Jaw. 
| 了 


所 以 mK > m(asu). 又 m 是 左 不 变 的 m(aiw)=m(u)=0， 


i=1 


下 mK 二 0， 即 对 一 切 紧 集 K 有 mK 一 0 又 
mG 二 sup{mK IKCG 且 K 为 紧 集 }， 
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因此 mG== 0。 即 m= 0。 此 与 m 呈 0 矛盾， 所 以 m(4)>>0， 

( 3 ) 唯 一 性 。 设 n 是 C,.(G) 上 男 一 个 左 不 变 非 零 正 线 性 泛 藤 ， 
则 存在 c 之 0 ， 使 得 m== cn, 

只 需 在 集合 马上 证 明 即 可 ， 即 只 需 证 明 ， 知 jgE5， 则 


ni ng " 
若 j，g€E， 利 用 m，n 是 左 不 变 的 ， 有 


mf 。 nh=|| f(y)h(x)dm(y)dn(x) 


= |iCxy)nCx) amCy)anCx). 


mh 。 "j=|| h(y)f(x)dm(y)dn(x) 


=) [aCx-:y)1Cx) adm(y)dn(x). 
车 记 h"(x) 二 h(x-!)， 则 | 
mh 多 。 nj 一 | fie Gy) Cx) dm(y)dnx) 


=| [ie Ce) Cyx)am(y) dn(x). 
车 取 h 使 h'(x) 二 h(x)， 也 就 是 取 h 满 足 h(x™!)==h(x)， 
则 mf» nh—mh: nf = | [nCx) C69)—fCyx)) dm(y) dn(x). 


所 以 Imf .nh—mh * nf <||ncx) f(xy) 


—f(yx) ldm(y)dn(x). 
fEC.(G)， 由 引 理 3 知 ， 任 给 >> 0 ,存在 Vjy€.NH,; 对 于 一 切 
X%EUr， 有 
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| f(xy)—f WW dy)<e ， 


| yx) —1Cy) lam(y) <e 


再 取 有 使 supphCUy， 则 当 xFUj，h = 二 0， 所 以 
nf 本 一 mm S| nx) Cxy) f(y) 
十 | f(yx)—f(7)| Jdm(y)dn(x) 
<2e |, n(x)dn() =2e’nh. 


为 对 称 起 见 ， 车 nf 关 0 令 e 一 -5nf， 则 有 


Imf :nh—mnh :nfl <enf :nnh, 
现在 利用 引 理 4 证 明 nj 尖 0，nh 炮 0。 事实 上 fj EEB， 即 了 之 0. 
故 至 少 存在 一 个 非 空 集合 D,， 在 D 上 了 >p8>0。 故 Hpj= fdn> 
pnI 0 。 同 理 wh 关 0， 故 以 上 不 等 式 可 写成 / 


总 绪 以 上 讨论 知 ， 对 于 了 EE， 任 给 。 > 0 ,存在 Uy EY,。 当 
hEE 且 h(x)=h(x~!)，supphCUj， 有 


中 -党 [< 


以 上 所 要 求 的 hh 是 存在 的 . 事实 上 ,不 妨 取 邻 域 Uf 是 对 称 的 ， 
根据 Urysohn 引 理 知 ， 存 在 h, EE， 使 得 supphiCUs。 令 


h(x)=-s (hi (x)+hi (x-!)) 


即 为 所 求 。 同 理 对 于 g EE， 任 给 e > 0 ,存在 U,E.NW,， 当 hEB 生 
h(x) 二 h(x ')，supphCU,，， 有 
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ng 
若 取 hE€E， 满 足 h(x) 二 n(x-!)，supphCUy 人 NV,， 则 
mf _ mg mf mn mg _ mh Bh | <2 
nf Hg is np ng nl~: 
、 mf meg 
所 以 ， nf Hg yf, gEE., 
即 -上 一 c， 也 就 是 m 一 cn。 ”定理 得 证 。 


由 定理 9 及 Riesz 表 示 定 理 ， 得 以 下 结论 。 

定理 10 设 G 是 局 部 紧 拓 扑 群 则 在 G 上 存在 唯一 的 左 不 变 正 
则 Borel 测 度 , 

从 定理 8 的 证 明 中 看 出 ， 以 上 所 定义 的 局 部 紧 群 G 上 的 Borel 
测度 是 左 不 变 的 且 对 任何 非 空 开 集 避 有 m( 呈 )> 0， 也 称 m 为 左 
Haar 测 上 度 ， z 

例如 ， 由 实数 组 成 的 可 加 的 局 部 紧 群 和 Lebesgue 测 度 ， 对 任 
一 非 空 开 集 ， 其 Lebesgue 测 上 度 为 正 ， 且 任何 集 的 Lebesgue 测 度 关 
于 左 ( 石 ) 平移 是 不 变 的 ， 因 此 Lebesgue 测 度 是 Haar 测 度 。 

注 1 由 引 理 3 知 ， 若 了 EC.(G)， 则 p:x 一 思 是 G 一 工 1(Gm) 
的 连续 脆 射 。 

事实 上 ， 由 引 理 3 知 ， 任 给 e > 0 ， 存 在 UE.f-.,， 当 x EU 有 
| fx 9) fl dm(y) <e. 

以 上 只 用 到 了 f 的 一 致 连 续 性 ， 由 于 C。fG) 中 的 函数 也 是 一 致 
连续 的 ， 故 若 了 EC。.(G)， 则 x 一 f, 也 是 连续 映射 。 

注 2 若 f Eli(G,m)， 则 映射 p，x 一 ,也 是 连续 的 ， 

事实 上 ，LIL'(G,m) 中 的 函数 都 可 以 用 C.(G) 中 的 函数 包 近 ， 即 
对 f 了 EL1(G,m)， 任 给 。 > 0， 存 在 kEC.(G)， 使 得 上 1 一 k 上 ,过 
EE， 又 
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| 7 一 到 1 < | 了 一 天 | 1 十 | Kk—k, | 1 十 | ks—f,1 1. 
由 于 x 一 ks 是 连续 的 ， 一 ks 上 1 之 2， 又 上 ks 一 fs, 之 EE， 所 以 
x 一 1 是 连续 的 ， 

同 理 ， 若 ff EL?(G,m)( 1 二 P<oo)，x 一 :也 是 连续 的 。 但 
对 于 了 EL"(G)， 上 述 结论 不 成 立 。 

注 5 C.(G) 是 C-(G) 的 子 集 ，C.。(G) 按 其 范 数 完 备 化 ， 即 得 
C-。(G)。 故 C.0G) 上 的 有 界线 性 泛 函 可 以 扩张 到 Ce。0G) 上 ， 反 之 
Ce。(G) 上 的 有 界线 性 泛 函 限制 在 C.(G) 上 ， 就 是 C.(G) 上 的 有 界线 
性 泛 函 ， 但 是 作为 不 变 测 度 m， 对 应 于 C.(G) 上 的 正 线性 泛 函 是 左 
不 变 的 ， 不 一 定 有 界 ， 所 以 不 一 定 能 扩张 到 C。(G) 上 ， 踊 mf 不 一 定 
有 意义 。 

人 例 大 GTXxC. 
(1) 在 G 中 定义 困 法 
(a,B)(a’ ,Pp’)= (aa’ ,aB’ +h), . 
其 中 a,a' ET，B,B' EC， 则 G 是 一 个 拓扑 群 。 

( 2) 定义 f((a,B))= 8B , 则 ff 是 右 一 致 连续 的 ,但 不 是 左 一 致 
连续 的 . 

证 (1) 将 G 中 元 素 (a,6) 和 2 x 2 从 阵 (% 4) 相对 应 , 且 


| |=awo0. 又 由 于 


(4 6) (4 1)- (< 6), 


与 G 中 乘法 相 吻 合 ，( 8， 4 和)eGL(2,C), 故 {((%'8)| ae7. 


pe C} 是 GL 2 ,C) 的 子 群 ， 即 G 是 一 个 拓扑 群 , 且 是 闭 子 群 . 


(2)f((a,B))=B， 有 

lf((a, PB)—1i((a, Bla’, PB’ )) 

= lj((a, 8))—f((aa’, ap’ +p)) 

= |6-c8 -由 = = . (a€ET, lal=1). 
又 G 中 单元 为 e 二 (1 ,0)， 当 (a ,0)EUE.f ro 则 IB8'| 很 
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小 ， 故 任 给 8 > 0 ,存在 U, EH,, 当 (a’ ,B') EU,, 有 |f((a,8)) 一 
1 ((a,pB)(a’ ,6B'))| 过 ee 。 故 f 右 一 致 连续 ， 
但 lf((a, B))—I1((a’, B’)(a, B))) 

= |f((a, p))—i((a’a, a’ OO) 

= |8~—a’P—ph’|= |1(~a’ 70 一 0 ， 
因此 ， 任 给 > 0 ， 无 论 (a’ ,6 ) 如 何 舍 近 e ， 总 可 以 取 6， 使 | A 
相当 大 ，|(1 一 a’)B8 一 8' 1 本。 所 以 了 不 是 左 一 致 连续 的 ， 

最 后 指出 ， 在 拓扑 群 G 上 考虑 积分 , Fubini 定 理 往往 不 成 立 。 

例如 研究 积分 


[JaCx, yaxdy, 


其 中 G = 二 XXY，X=R，Y= 二 R， 八 是 乘积 空间 RX RR 的 对 角 
线 ， 即 人 ={(x,?y) lx 二 y}。 若 在 区 = 二 R 上 取 通常 拓扑 ， 在 Y=R 
上 取 离 散 拓 扑 ， 则 


| (xc y)dx) dy=| 。 “dy 一 0， 


| (xc y)dy) dx=| 1 ,dx 一 co。 


Fubini 定 理 不 成 立 , 这 是 因为 Fubini 定 理 要 求 测度 是 0 一 有 限 的 ， 
而 在 y 上 取 计 数 测度 显然 不 是 0 一 有 限 的 。 夺 在 上 例 中 ， 取 y= 二 8 是 
全 体 有 理 数 的 集合 ， 且 取 计 算 测 度 ， 则 为 0 一 有 限 的 。 这 时 

，X 为 无 理 数 ， 


0 
| xal%, ydy={ x 为 有 理 娄 


所 以 | (| xx y)dx) dx 二 0，Fubini 定理 成 立 。 


对 于 局 部 紧 群 G， 奉 JELI(G)， 则 了 了 必 在 一 个 c 一 紧 集 外 为 
零 ， 所 以 了 在 G 上 的 积分 实质 上 是 在 一 个 5 一 紧 集 上 的 积分 ， 又 由 
于 测度 为 正则 Borel 测 度 ， 紧 集 的 测度 为 有 限 的 ， 故 测 度 必 为 5 一 
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有 限 的 ， 因 此 对 于 局 部 紧 群 上 的 可 积 函数 总 可 以 应 用 Fubini 定 理 。 
由 定理 8 知 ， 对 于 局 部 紧 群 G， 必 存在 一 个 0 一 紧 的 开 子 群 。 我 们 
各 党 在 子 群 上 考虑 积分 ， 


3 6.4 模 函 数 


G 是 局 部 紧 群 ,G 上 存在 唯一 的 左 Haar 测 度 m， 若 K € Co(G)， 
mn(k) 一 | k(x)dm(x) mCks) =m(k). 


本 节 研究 积分 | k(xa-!)dm(x)， 由 于 
| kaa) dm(x)=)| k(xa-! Jdm(x), 
亦 即 | k(xa-!)dm(x) 是 左 不 变 的 ， 故 存在 I(a) 使 得 


{jkCxa' am(x) =460) | kx) dm(x). 


显然 (aa ) 不 依 头 于 m， 因 为 车 取 测 度 n， 则 必 有 n= 二 cm， 上 式 两 
端 同 乘 以 c ， 则 得 
| k(xa™! )dn(x)= A(a)| k(x)dn(x). 
注意 到 上 式 对 一 切 KEC.。(G) 成 立 ， 目 然 对 所 有 可 积 函数 也 成 立 。 
Ila ) 具 有 以 下 性 质 ， 
(1)0<LM(a)<c， 显 然 成 立 。 
(2)A(ab)= 40)4(b), 
证 A(ab)| k(x)dm(x)=| k(xCab)-! ) dmkx) 
=| k( (xb™!)a™!)dm(x)= 4a)| k(xb-! )dm(x) 
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= 了 (9) IC5)) k(x)dm(x). 


所 以 LA(ab)= Aa ) 4A(b). 

( 3 ) I 是 连续 的 . 

证 LJ 是 G 到 (0 ,ce) 的 映射 ，a 一 (Ca ). 又 4 保持 乘法 , 故 若 
在 (0 ,co) 中 考虑 乘法 群 ， 则 -是 G 一 (0 ,co) 的 代数 同 态 ， 由 于 所 
扑 群 是 齐 性 的 ， 故 只 需 证 明 -(a ) 在 e 处 连续 ， 因 为 


| k(xa™!) dm(x) 一 | k(x)dm(x) 
=(4(0)— 4Ce))| Cx)dm(x), 


k(x) ECAG), k(x)>0， k(x) ww 0， 则 | okCx)am(x) 交 0， 又 
由 引 理 3 知 ， 任 给 。> 0 ， 存 在 UE. 信 ,， 当 a-! EV， 有 


| kkeCxa-!)—k(x) lim(x) <e. 
所 以 | La) 一 Le) [<e/ | kx)dm(z) 


因此 ，J( a ) 是 连续 的 ， 
m 是 左 Haar 测 度 ，E 是 Borel 集 合 ， 则 m(aE)= 二 m(E)， 现 在 
研究 m(Ea) 和 m(E) 的 关系 ， 


m(Ea)=| Xz,(x)dm(x). 
又 XEEa， 当 且 仅 当 xam"!EB， 所 以 


m(Ea)=| Xs(xa™! )dm(x) 


一 (ao)| xe(z)dm(xz)= (ao)m(E)， 
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即 从 集合 的 测度 来 看 I(a ) 满 足 m(Ea)= I(a )m(E)， 由 此 得 出 
[Cx) 4 -1 dm(x) = f(x ) dm(x). 


利用 上 式 容易 证 明 以 下 事实 ， 
(1) 若 f EL :Go ， 则 fw504J(xrDELIG,m)， 且 


[#02) 4 dmx)= 7x) dm(x). 


( 2) 人 J 1im 是 石 Haar 测 度 。 (读者 目 证 ). 

定义 9 4 称 为 G 上 的 模范 数 ， 寿 对 一 切 xEG，-1(x) 一 1， 则 
称 G 为 么 模 群 。 

定理 11 交换 群 ， 离 散 群 和 紧 群 都 是 么 模 群 . 

证 若 G 是 交换 群 ， 昌 然 4= 1。 若 G 是 离散 群 ， 则 计算 测度 
就 是 Haar 测 度 ， 故 JJ= 1 . 若 G 是 紧 群 ， 则 JJ ,G 一 (0 ,cc) 是 连续 
的 IJ(G) 是 (0 ,sj 的 一 个 爱 子 群 ， 又 

Aa)m(G)=m(Ga)=m(G), 
而 且 0 < 之 m(G) 之 cc， 所 以 I(q)= 1 对 一 切 a EG 成 立即 人 ==1， 

例 G1{(x,y) xx>0，7E 民 )》， 将 G 中 元 素 (x,>) 和 怎 阵 
(入 邮 ,) 相 对 应 ， 接 矩阵 乘法 定义 G 中 的 乘法 ， 由 于 

x y ) x’ yy ) Xx’ xy 十 ?xD 一 

( 0 x-! ( 0 (x )-! ( 0 (xx’ )-! )， 
G 中 乘法 定义 为 (x,y) (x ,y/ )==(xx/ ,xy’ 十 y(*’)-!), 于 是 G= 
R: x RCGL( 2 ,RR). 

现在 考 虐 测度 x ?dxdy。 吞 f EC.(G)， 定 义 


mj=| [fC y)x dxdy, 


f((a, b)(x, y))=f(ax, aytbx 1), 


令 5s 二 ax，ds 二 adx， 得 
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l -| | fCax, ay 十 bx-1)x-2dxdy 
= 上 | | rs ay 十 pas ' )as™*dsdy. 
再 令 != ay 十 bas-!， 则 dt 一 ady 于 是 得 到 


I =| [16s )s™*dsdt, 


即 人 (appDxrsaxdy=| 人 Ge y)x-rdxdy. 
又 f((x, y)(a, b))=f(xa, xb+ya™!), 
令 s xa， 得 


人 


-| | Yo Xb 十 yG” )xX-2dxdy 


-| 人 rs sa ‘b+ ya™! )as-2dsdy 
| 
青 令 tt 二 sa™!1b 十 ya™!，dt 二 a™"!1dy 得 
J = 上 | 上 rs t)a’s ?dsdt =a’*mf. 
一 的 0 


所 以 La，b) 一 (2 一 0 2 
36.5 ”测度 代数 M(G) 


这 一 节 研 究 局 部 紧 群 G 上 所 有 有 界 Porel 测 度 的 集合 M(G). 
遇 然 M(G) 是 一 个 线性 空间 ， 今 在 M(G) 上 引入 对 合 。 若 EB 是 G 中 的 
Borel 集 ，HE M(G)。 首 先 定义 4 ，K'(E)= 二 4(B"!)， 则 保持 圳 法 
且 周 期 为 2。 即 
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(H+Y) = ty 的 一 
为 适合 对 合 中 的 数 乘 规 律 ， 定 义 A 如 下 ， 
HCE)=W (E) = KB ) 。- 
则 4 满足 , 
(4+ ) 一 4 十 ?， (zcU) 三 交友 人 一 有 
各 了 ELI(G,m)， 考 虑 测度 了 ,m 即 k 一 Tfdm. 由 于 人 1 [dm< 
c<， 故 了,m 是 有 限 测度 ，f ,mmEM(G)。 由 以 上 定义 


(Gf, m)’ (BE)=(f, m)(B™!)=|xXa-: (x)1(x)dm(x) 
= | xa (x7t fx!) I: ) dm(x) 


= x2)1 (x 1) A(x™')dm(x). 


即 (f, m)’ 一 1x-1) AOL )m, 

今 定 义 户 (x) 一 fx 1) A (x 1 

则 (了 ,m) 一 加 fi 且 由 $ 6.4 知 f(x "1')A(x 1)EL'(G,m), 同样 定 
义 f(x)=f’ (x)= f(x 1)A(x™!) 


则 映射 f ELiI(G,m) 一 了 ,mE€ M(G) 满 足 
(1)f1+8—>(f+8), m, af—> (af) ,m= af,m, 
C2) 14 ,= flam, 

fm b= If, mk)=) tf lam= fH, 
(3) 了 一 >(j nm = 了 fm( 册 为 f= 了 XY) = 六 ) 

因此 f 一 了 ,m 是 L!1(G,m) 一 M(G) 的 代数 同 态 ， 保 持 对 合 . Mo- 

C.(G)* = 二 Cs。(G)*，M(G) 是 一 个 Banach 空间 。 工 !(G,m) 是 M(G) 

的 一 个 闭 子 空间 ， 在 M(G) 上 再 引入 滋 法 ,使 WCG) 成 为 一 个 Banach 

代数 ，。 

设 L,vEM(G)， 以 a 记 G 中 的 乘法 ,a(x,y)=xy，(x,y€G). 

若 k EC,(G)， 则 kog 是 有 界 连续 函数 ,4 * ?是 乘积 空间 GXG 上 的 有 
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限 测度， 则 对 积分 [ookoa(x。y)d(L#y) (x ,9) 可 以 应 用 Fubini 定 
理 得 


| koalxsy) dC Ge y=| | kGxy) duCx) dr(y) 


= [k(xy)arCy) dnl). 


今 定义 (env) =o akoa(x,y)d(L #97)(x,y), 
容易 验证 Us? 是 C.(G) 上 的 有 界线 性 泛 函 。 事实 上 ， 
(AprD) (Kh) = CAny)K+ (xv)h, 
显然 ， 
(#9)(ak) =a(Lurr)k, 


[Cux»)K| <| | , IkCxy) ld lu| (x)d 可 (y) 


kl pl p20. 
所 以 exw 入 71 
即 X#2 EC。(G) =M(G)， 再 研究 乘法 xy。 容易 证 明 必 满 足 采 法 
的 运算 规律 . 
(x9) #0 = (0), 
(HE?)RO= U0 0, 
1 (7 十 中) 一 Hz?y 十 HLxO， 
CCU4DI) 一 (CHJXD 一 CD)。 
现 只 证 结合 律 。 


(Cauv)ro)k=| |kCxy) dln »)(x)do(y), / 
x dal 7)(x)= nst) dCs)drCt), 


PI Cm)ro k={ {frsty) dacs)arCt)aocy). 和 


Cro#o) k= fkCxy) dnCx)dCr* ©)(y) 


=| [jCxst)arCs)doCt) dr), 


因此 结合 律 成 立 ， 按 以 上 卷 积 引入 的 乘法 ， M(G) 成 为 一 个 Banach 
代数 ， 称 为 G 上 的 测度 代数 ， 
人 SM.(G)={f, mlf EL (G, m)}, 

则 M,(G) 与 1!(G) 完 全 相同 ，M.(G) 是 M(G) 的 一 个 团子 空 介 间 ， 在 
定义 了 乘法 后 M(G) 是 一 个 Banach 人 代数。 下 面 将 证 明 M,(G) 不 仅 是 
一 个 闭 子 代数 而 且 是 一 个 理想 。 

设 上 LE M(G)， 站 mm EM。(G)， 那 么 hf ,= ,若是 有 界 
Borel 带 数 ， 则 


Casf sm)k= | JkCxy)1 Cy)dp(x) dy 
le (x y) du(x)dy, 
着 令 hy)=|f(x-!y)du(x), 
则 得 Cxf, m)k= Cy) Cy) dy. 


取 K 一 1， 人 得 (pxf 1) ， 1=|h(y)dy,. 
由 此 知 |h(y)dy 存 在 ， 由 于 是正 测 度 ， 若 了 之 0， 由 的 定义 知 


h 是 正 的 ， 帮 | hl dy 存在 ， 所 以 4EL!(G)， 车 是 实 画 数 ， 利 用 


h =ht—h”, |h|=h++h-, 者 是 复 函数 令 有 hh 二 ww 十 iv， 妈 知 h€ 
工 《G) 儿 乎 处 处 存在 . 
所 以 

Hwf ,mo—h,m, hn€L'(G), 
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即 M(G)*M,(G)CM,(G)，M,(G) 是 M(G) 中 的 左 理想 。 
设 1 EL1(G)，y EM(G)， 研 究 j ,mez 


Gomer | |xCxy) Cx) dxdr(y). 
利用 等 式 | f(xy™'!) dx= /4 Cy) |1(x)ax, 
得 fCxy!) 4 Gy) dx {fC dx (ICy!)= 4)!) 


oma) [fCx) 1 Cxy-!) Cy dxdv(y). 


令 r(x) = |iCxy-! )A(y 1)dr(y). 

同样 可 以 证 明 r(x) 几乎 处 处 存在 ， 且 r(x) EL'(G)， 因 此 
fmxr?=r,m, rE€EL!(G). 

即 M.(G) xX M(G)CM.(G). 


M,(G) 是 M(G) 中 的 右 理想 ， 总 结 以 上 讨论 得 以 下 定理 , 
定理 12 ” M.(G) 是 M(G) 中 的 双边 理想 ， 且 对 于 4,v € M(G) 和 和 
1 ,mmEM。(G)， 可 以 由 下 式 定 义 人 米 了 和 了 米 ? | 
(nx# Fm=4* fm, (fv)m=f,m#y, | 


则 (0 f(y)=)1(x-!y) dp(x), / (1) 
ds wy= fC9x71) 4 ) dr(x), (2) 
对 几乎 所 有 的 y€G 存 在 , 


下 面 再 研究 L1(G)， 以 上 指出 了 EL1(G) 一 ,mE M(G) 是 线 悍 
的 ， 保 持 范 数 。 也 就 是 L!1(G) 和 M。.(G) 完 全 一 样 ,L'(G) 就 是 M(G， 
中 的 一 个 理想 。 如 何在 L!(G) 中 引入 飞 法 。 由 于 了 ELILG) 与 1 ,m 
€ M,(G) 等 同 ， 目 然 要 由 M,.(G) 中 的 飞 法 引出 L'(G) 中 的 有 乘法 ， 
即 洪 1 ,gE€L (G)， 则 定义 了 xg 如 下 
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} ,mig,m= (fxg) ,m. 
由 (1 ) 式 知 ， 对 几乎 所 有 的 > 有 


Crg)y= |aCx-1y) dmj(x)= g(x-1y)f Cx)dx 


= {1Cx)eCx-!y) dx= {1(yx)e(x-!)dx, : 


这 样 定 义 了 和 鞠 法 后 ，L!(G) 是 一 个 Banach 代 数 ， 称 为 G 上 的 群 代 
数 ， z 

以 上 将 M,(G) 中 的 乘法 引入 L'(G) 中 ， 使 L'(G) 成 为 一 个 群 代 
数 ， 工 区 G7 和 M,(G) 的 代数 结构 完全 一 样 ， 且 技 卷 积 引 入 有 乘法， 使 
(f*g)y 对 几乎 所 有 的 y 处 处 存在 ， 以 卷 积 定义 乘法 运算 ， 目 然 要 考 
虚 卷 积 的 存在 性 ， 例 如 对 任意 两 个 可 测 函 数 f,g 是 否 可 以 考 虚 它 们 
的 卷 积 。 

若 1E€L'(G)，g E11”(G).。 则 


see:y)ax te| WC) Er lax< 11 el.. 


所 Dfxg EL*°(G)H | fxgl Ef leh. Mm 
Li(G#L"(G)CL*(G). 
可 以 证 明 f#g 还 是 左 一 致 连续 的 , 即 任 给 8 > 0 ,存在 KE.A。， 
当 a EU 时 ， 对 一 切 xEG 有 
| (jf#g) (Cax) 一 (f#g)(x)| 过 ze，( 读者 日 证 ). 
又 车 f ,gEC,(G)，suppfCK，suppgCH, 则 由 以 上 讨论 知 f*#g 
是 连续 的 。 又 


(jug)(y)= f(x)aCx-!y) dx, 


大 xX 儿 KK 则 f(x) 二 0 行 X :yy 攻 日 ， 则 g(x 719) 二 0 .所 以 supp( 了 *g) 
CKH. 且 由 于 K,，H 是 紧 集 ，KH 也 是 紧 的 ， 即 fj #8 EC.(G). 
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项 EL(C)，:EL(G)， 了 + 二 = 1 ， 由 于 P(G)，L(G) 中 
的 函数 可 用 C.(G) 中 的 函数 来 逼近 ， 易 证 fxgE Ce(G)， 
下 面 再 研究 M(G) 和 ZL1(G) 的 单元 。 若 S EM(G) 定 义 如 下 ， 
6(k)=k(e), KECG). 


则 Cpr6) Ck)=) |eCxy) dnCx)dsCy). 
由 6 的 定义 知 k(xy)d6Cy) 二 k(x)， 所 以 


(x6) Ck) = [xCe) dn) =n(k). | 


同 理 可 得 (6x4)(k)= 二 4(Ck)， 即 #6 二 6x4= 二 4， 所 以 6 是 M(G) 的 
单元 . M(G) 是 有 单元 的 Banach 代 数 . 

但 6 M.(G)， 妈 不 存在 f EL'(G) 使 5 二 f,m。， 只 当 G 是 离散 
时 是 例外 的 ， 此 时 M,(G) 二 M(G)， 事实 上 ， 奉 G 是 离散 的 ， 则 计 
数 测度 是 G 上 的 左 不 变 测度 4 ， 且 由 于 离散 拓扑 下 紧 集 合 只 能 是 有 
限 的 ， 故 紧 集合 的 测度 是 有 限 的 ， 也 就 是 计数 测度 为 正则 测度 。 又 
M(G) 中 以 是 有 限 的 故 & 只 能 在 可 数 个 所 ai 一 1,2.,…) 上 不 为 


零 ， 生 h(a) 收 全 Yo)< 此 时 定义 函数 满足 


f(a) = L(a;), 
则 了 关于 计数 测度 是 可 积 的 ， 于 是 
LH=f,m, f EL'(G). 

所 以 M(G)= 二 M,(G)。 这 时 M。(G) 有 单元 


_10,， X 过 3 
3={9 1 X 一 6 


一 般 来 讲 民 《GJ) 也 就 是 MG) 设 有 单元 ， 但 可 以 引入 ZLG) 的 
近似 单元 。 为 此 先 介 绍 网 的 概念 . 

定义 10 设 (D， 夺 ) 是 半 序 集合 ， 且 对 任何 0，。bED， 有 cED 
使 得 a 二 c，b 夺 c， 则 称 (D, 夸 ) 是 一 个 有 向 集 , 
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例如 ， 设 V (x) 是 拓扑 空间 (X, 耻 ) 中 x 的 邻 域 全 体 ,V (x)，V , (x) 
EV(x)， 当 V1 必 V,, 规定 YY，， 则 人 V(x)， 过 ) 是 一 个 有 疝 
集 . 

定义 11 设 X 是 一 个 集合 ，(D, 世 ) 是 有 向 集 ，S 是 了 D 到 和 的 映 
射 ， 则 (5 ,D, 压 ) 称 为 了 中 的 一 个 网 . ~ 

定义 12 设 (S5，D， 万 ) 是 拓扑 空间 (X,7 耻 中 的 一 个 网 ，x EX， 
若 对 x 的 任 一 邻 域 V， 有 mE€D， 使 当 n 之 m 时 SC(n) EV, 则 称 网 (S， 
也 , 委 ) 收 敛 于 x 

引 理 5 JEL1(G), 任 给 2 盖 0, 存在 VE. 人 ,使 得 若 WE€L'(G)， 
& 之 0，1ukdm 一 IT， 在 Y 上 w= 二 0 出 

| ux#f—f | |. 寺 :.， 

证 由 于 y 一 所 是 G 一 L'(G) 的 连续 映射， 选取 VE€ .NH, 使 得 目 f， 
一 了 | . 寺 e 对 一 切 yEV 成 立 ， 

对 任意 满足 引 理 条 件 的 & ， 有 


(uxf )(x) = u(y)1(y -1x)dy, 
又 fx)=Juy)fCx)dy，( 因 [u(y)dy=D 


于 是 (uxf)(x)—fCx)= u(y) Cy-1x) f(x))dy, 


| wxf 一 了 =]| fay) Gy) /Cx) ay| dx 


<||ucy) f(y x)—f(x) ldxdy 


<| wy) 17-11idyse|w()dy=s。 证 毕 . 


定义 15 若 对 于 一 切 1 EL'(G), 可 找到 一 个 网 (us),44 使 得 
当 a 一 ee 时 ， wexf 一 了 上 一 0， 则 称 (us》。44 为 L!(G) 的 左近 似 
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第 元 ， 全 {Ue Jat4 使 得 当 a 一 cc 时 | fxu,s—f | [一 , 出 称 {Wa}》。 4 4 
为 右 近 似 单元 。 若 {44)。。4 赋 是 左近 似 单元 ， 又 是 右 近 似 单 元 ， 则 
称 {us}。 .4 为 双边 近似 的 单元 。 若 对 于 每 个 xE A， 上 ws 二 s， 则 
称 近 似 单元 {wus}。s4 有 界 ，s 称 为 近似 单元 的 界 ， z 

定理 13 ZIL!(G) 有 左近 似 单元 ， 且 近似 单元 的 界 为 1 

证 “对 e 的 每 个 紧邻 域 , 选 取 wv E Co*(G)， 使 得 |wrdm= 1 ， 
日 在 V° 上 wy 二 0， 

当 Y:CyY :定义 VSY:， 此 时 e 的 邻 域 的 全 体 成 为 有 向 集合 ， 
《zxr} 是 一 个 网 ， 根 据 引 理 5 ， 对 任 给 的 e > 0， 存 在 V。， 当 V 之 V， 
时 ， 成 立 着 

| Zr 关于 一 了 了 | I< 2 ， 
即 L*(G) 有 左近 似 单元 ， 
由 iu,dm 二 1 得 上 uy 有 = 二 1。 邑 近似 单元 的 界 为 1， 证 毕 .、 

注 LL1(G) 也 有 右 近 似 单元 ， 事 实 上 ，, 车 (x) EL'(G) 则 f(x) 
= 人 /A(X f(x 1) EL (G)H | 站 | 1 一 | f | 1 ， 故 f 了 一 了 /是 连续 映 
射 ， 因 为 ff EL:(G)， 所 以 wy#f 一 J ， 从 而 1xw, 一 J ， 但 f= 
因此 得 fxu, 一 了 . 

又 suppfj 一 区，suppj” 一 1， 在 取 了 为 对 称 邻 域 , 则 Ky，wy 同 
时 满足 在 V 上 为 零 ， 所 以 L:(G) 有 左 、 右 似 近 单 元 ， 

定理 14 ”大 G 是 交换 群 ， 则 M(G) 也 是 可 交换 的 

证 设 x,yEG， 则 xy 二 yx。 又 设 4,vE€ M(G)， 有 

Cr)p= JCxy) dcx) dr(y) = | JCyx) dr Cy) qu) 
= (#1)K, 

即 Lxv=y¥H, 定理 得 证 ， 

定理 15 若 M(G) 是 可 交换 的 ， 则 G 也 是 可 交换 的 . 

证 设 aEG， 定 义 6.(k) 一 Ka)， 那 么 从 测度 的 角度 看 


1, 当 a€B, 
5,(E)={ wa¢E 
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6.--6， 即 为 M(G) 中 的 单元 ， 
让 0,bDEG， 有 


(6,#6,)k = | |xCxy) dd.(x) a5) = |kCay) ddsy=k(ab) 


=6,;(k) " 
同 理 (Gox6。) 大 一 66(K), 
又 因 M(G) 是 可 交换 的 ，6x6,= 二 66x6。。 所 以 
0 一 Oa, 9 
从 而 有 ab 一 ba。 即 G 是 可 交换 的 。 定理 得 证 。 

由 以 上 讨论 知 ， 若 G 是 可 交换 群 ， 则 M(G) 是 可 交换 的 ， 故 
L1(G) 也 是 可 交换 的 。 反 之 ， 由 M(G) 是 可 交换 的 ， 导 出 G 也 是 可 
交换 的 ， 那 么 ， 若 L1(G) 是 可 交换 的 ， 能 否 导 出 G 也 是 可 交换 的 ? 
答案 是 肯定 的 。 下 面 证 明 这 个 事实 ， 

定理 16 ”对 于 每 个 4.EM(G)， 定 义 映 射 T,: L'(G) 一 L(G); 

了 了 一 从 f ， 
即 T,f=AUxjf， 则 Tv 一 TiT, 且 1 一 下 2 

证 ， 容 易 验 证 T, 是 线性 的 ， 

T,(f+ge)=ux(f +g)=u*f + uxg=T.f +T,g, 

T,(af)=u*(af)=a(u*f)=aT.f, 

又 Tf = )#f =v#f)=u*(T ,1) =T,(T,]), 
所 以 Tyo =T,T,, 
下 面 证 明 | T, = 上 kx1。， 由 于 
上 Tf i= uf bat LF， 
所 以 < 
男 一 方面 ， 对 一 切 J E€L1(G) 旦 1 .==1。 有 
/ 上 并 关 直 77 (3 ) 
又 由 41 = 二 supt{ lu《k) IF 委 坟 知 ， 任 给 se 之 0， 存 在 
kECo(GD)，1 KK 和 1 使 得 
lp(k) 之 上 zl 一 e。 (4) 


kE C,(G) 是 一 致 连续 的 ， 对 于 欠 一 下 7 ， 可 找到 单元 e 的 
邻 域 U， 避 依赖 于 e ，k， 记 作 U(e’ ,k)， 使 得 
Ik(x y)—k(x)] <e/ 
对 一 切 y EU(e’ ,KE 成立 ， 
Ts,f EL1(G) 可 以 看 作 是 M。(G) 中 的 元 ,， 且 


(TD) = (psp) Ce)= | |rCxy) Cy) du(x)dy. 
今 取 ! 满 足 之 0， 在 UCe,，k)* 上 f=0 且 1f1 =|1(y)dy=1. 
则 aR)= ro) d(x)= {rf7Cy) d(x)dy. 


于 是 (pxf — 4) Ck) |= |rGey) —kC#) Cy) dydn(x) 


<|| k(xy)—k(x) lf(y)dyd lh| (x) <e’ Yul =e. 


所 以 | (uxf OK [> Ap)| —e. (5) 
由 ( 3 )、(4)、( 5) 式 得 
[Ti | | Tf rf)k DG | 一 < 之] 一 2e. 
由 的 任意 性 得 中 攻关 外， 定理 得 证 
定理 17 阁 L'(G) 是 交换 群 ， 则 G 是 交换 群 ， 
证 ”首先 证 明 
Ouo*f*g = Obaxf*g 
对 一 切 a,bE G， 及 一 切 1,gE€L (G) 是 成 立 的 ， 其 中 665 的 定义 如 同 
定理 15. 
容易 验证 (f*g), 二 foxg。 于 是 
Geoxfxg8= (0,) rf*g—= (Of) .xg=(f*6,) eg 
=f x*0x8=f,*(6%g), = fg,, 
Osaxfxg—=( 0.) xf*g—= (0.) .rpgxf = (Gxg) of 
~ (Bg*00) f= gO = gxfo, 
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所 以 ， Oostf rg = Of #8. 

令 1 一 6 一 6 得 LUxjfxg= 0 对 一 切 1f,gEL1(G) 是 成 立 的 ， 
又 由 于 L!(《G) 有 近似 单元 ， 取 f 为 L!(G) 的 近似 单元 ， 由 乘法 的 连 
续 性 得 

Lrg= 0 ， YYg€EL!(G). 

即 对 一 切 g€L1(G)，T4ig 二 0。 所 以 T,=0。 故 1T, = 上 #1 = 
0 。 从 而 4= 0 ， 也 就 是 So 一 00。。 所 以 ab=ba， 即 G 为 交换 群 . 
定理 得 证 。 
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第 七 童 ” 交 换 群 上 的 调和 分 析 初 步 


# 维 空间 中 对 平移 不 变 的 正则 测度 必 是 Lebesgue 测 度 乘 以 党 
数 因 子 。 调 和 分 析 就 是 建 并 在 Lebesgue 测 反 的 平移 不 变性 上， 第 
六 章 已 证 明了 局 部 紧 拓 扑 群 上 Haar 测 度 的 存在 性 ， 在 此 基础 上 我 
们 将 调和 分 析 推 六 到 局 部 紧 的 交换 群 G 上 ， 首 先 给 出 特征 标 群 概 
念 ， 引 出 G 上 Fourier 变 换 概 念 并 给 出 反 滨 公式 。 痢 重 研究 拓扑 群 
G 及 其 特征 标 群 的 关系 ， 给 出 了 Pontryagin 对 偶 定 理 ， 同 时 还 讨 
论 商 群 与 子 群 的 特征 标 群 ， 最 后 给 出 了 局 部 紧 群 的 结构 定理 . 


$7.1 对 偶 群 


由 前 一 章 知 ， 若 G 是 局 部 紧 交 换 群 具有 Haar 测 度 m， 则 
L(G，m) 是 一 个 可 交换 的 Banach 代 数 ， 具 有 近似 单元 ,现在 研究 
L(G，m) 上 的 Gelfand 理 论 ， 

邻 人 AA(Li(G，m))= J 表示 L!(G,， mn) 的 极 大 理想 空间 或 结构 空 
间 ， 则 J 是 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空间 ， 若 ?EAI ， 则 对 一 切 
1, gEL'(G, m),， xEG 有 

Pf Pg) = rg)=P((*g):)=P( (gf),) 

—9(gs#f)=9{(8)9(f), 


因为 Y 呈 0， 总 可 以 找到 g 使 9(g) w 9 ， 记 7 = 了， 
则 上 式 可 写成 
9(f)= 7Y(x) CF). (1) 


这 表明 ， 对 于 一 切 1ELLG，F)， 存 在 yY，G- C， 和 
立 。 下 面 讨 论 Y(x) 的 泪 质 . 
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( 1)7(x) 是 连续 的 ， 
显然 ，x 一 了 ,是 连续 的 ，9 是 代数 同 态 也 是 连续 的 , 所 以 Y(Xx) 是 
连续 的 , 
(2)7(xy)=7(x)Y(y). 
因为 9(js1)=7(xy) (Ff)=9((1):)= 7(x) 9(f1) 
= 7(x) 7Y(y) 9(f). 


所 以 r(xy)=7(x)7(y). 
(3)1r(x)| = 1. 
因为 |Y(x) oD = plol fl fi 


(121 委 1)， 
所 以 Y(x) 是 有 界 的 。 又 Y(x") 二 YC(x)”， 因 此 IY(x)| 委 1， 又 Y(e) 一 
1，7Y(x™!) 二 Y(x)"!。 所 以 (x)| 二 1 
归纳 以 上 性 质 知 ，7Y 是 G 一 了 的 一 个 代数 同 态 ， 且 为 连续 的 。 
引 理 1 对 一 切 9 E11(G)"*， 有 


P(g)=|1(y)9 (en)dy, (f,8€L'(G)). 


证 ff， gE€LIi(G), 可 取 G 的 一 个 ac- 紧 子 群 Gu， 在 Ge 外 ,j==& 
一 0， 于 是 f* g 二 0，L'(G6o)" 二 L% (Go)， 因 此 给 定 /€1'(G),， 在 
在 G 上 一 个 有 界 Borel 函 数 记 ， 合 得 


Pfxg) -| (jxg(x))i(x)dx, 
且 v8)=|8:(9)j(y)dy. 
利用 Fubini 定 理 得 | 
Vlfxg) ib (y)g(y x)i(x)dxdy 
= je | a ax)dy= jy) eyey, 


引 理 得 证 . 
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9 是 代数 同 态 ， 利 用 ( 1 ) 式 及 引 理 1 得 
9(J)p(8) 一 (fg) 一 人 1(>)9(gDdy=| (>) Ty) (ea)dx， 


即 | ?C1)=|1(x) TC) dx (2) 


总 结 以 上 讨论 知 ， 对 于 任意 的 PE IJ, 存在 G 一 人 的 连续 代数 同 
态 Y， 使 得 ( 2 ) 式 成 立 。 反 之 ， 对 于 每 一 个 G 一 7 的 连续 代数 同 态 
Y， 由 ( 2 ) 式 定义 了 一 个 p; LI(G) 一 7， 容 易 验 证 pE J. 事实 上 对 
于 8gELI(G)，?7EG， 有 


(gr)=| g(x) 了 CR dx= |g(y-! x) Tx) dx 
=|s(*) YCx)dx = YCy) | ee)7C7dx 
= 7(y) 9(g). | 
vfue)=|(fx8)(x) TY dx 
-|| f(y)g(y1x) 7(x) dydx 
=|1)(| g(y™!x)YCx)dx ) dy= |1(y)9(8r)dy 


=|1(y) 705) pl(g)dy=9(f)9(g). 


即 9 是 L(G) 一 C 的 一 个 非 零 代数 同 态 ， 人 

称 7 为 G 的 特征 标 ， 所 有 连续 特征 标的 集合 记 作 G 或 厂 。 于 是 
(2 ) 式 建 广 了 J 和 栈 之 闻 的 1~1 对 应 ， 再 将 J 上 的 Gelfand 拓 扑 引 到 
Z 上 ， 即 一 个 全 全 在 六 中 是 开 的 当 且 仅 当 它 在 4 中 所 对 应 的 集合 是 
开 的 。 ， 这样， 7 大成 为 一 个 局 部 紧 的 Hausdorff 空 间 ， 又 Gelfand 
变换 了 定义 在 JI 上， 1 (9)=9(1). 自然 也 可 看 作 了 是 定义 在 关上 ， 
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记 作 了 (7)=2( 力 ， 于 是 ( 2 ) 式 写成 
F(7)=|1(*) Y(x) dx, 


此 时 ， 了 就 叫做 了 的 Fourier 变 换 . 

在 太 上 再 定义 乘法 

(Y17,)(x)=7,(x)Y,(x), 

则 成 成 为 一 个 交换 群 下 面 将 证 明太 上 和 群 的 结构 和 拓扑 结构 是 相 容 
的 ， 即 厂 成 为 一 个 拓扑 群 ， 称 为 特征 标 群 . 

定理 1 若 G 是 离散 的 ， 则 本 是 荣 的 . 

证 右 G 是 离散 的 ， 则 M.(G) 二 M(G)， 故 L'(G) 有 单元 X,， 
由 第 三 章 知 其 极 大 理想 空间 -是 暴 的 ， 所 以 三 是 紧 的 。 证 毕 . 

定理 2 若 G 是 紧 的 ， 则 栈 是 离散 的 ， 

证 7(*) 是 G 上 的 连续 函数 ， G 是 紧 集 合 ,， 故 7Y(x) 可 积 ， 即 
r(x) EL! (GO) 又 7 太一 C 是 六 上 的 连续 函数 且 在 co 处 为 堆 ， 即 
人 EC (T). 


又 了 (8)=|Y(x) BCx) dx， 其 中 B(x)E， 由 18(x)| =11) 知 
B(x) -Bx) ， 所 以 有 
7 7 (8) =| (Go0p- (x)dx=|7p-: (x) dx., 
| r(x)dx=|7(ax)dx= r(a) [r(x)dx. 
总 可 以 找到 a 使 y(a> 关 1， 除 非 Yse， 由 此 知 


Ye, 
| r(odx={ 
L 当 Y 一 e， 
八 1 0 当 B 六 7; 
所 以 7(p)=|rp™ (x)dx={ 
mG p=Y. 
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这 表明 7 一 mGXw， 又 YECu(r)， 所 以 Xi 是 连续 函数 ， 国 此 
单 扣 集合 必 是 开 的 ， 改 太 是 离散 的 . 证 毕 。 
、 引入 记号 A(T)={ 了 lfEL'(G)}, 即 A([)=L! (G) ,由 于 
1 ECw( 夏 )， 放 知 4( 厂 )CCwo( 厂 )、 有 以 下 定理 ， 

定理 5 A( 夏 ) 是 Co (六 ) 的 稠密 子 代 数 。 

证 由 Gelfand 恋 换 的 定义 类，4( 站 ) 是 Co( 关 的 子 代 数 ， 
A( 太 ) 分 离 三 中 的 反 ， 而 且 4( 六 ) 不 在 忆 的 任何 点 消失 为 零 . 


现在 再 证 明 A( 厂 ) 是 对 称 的 ， 即 车 EACT) 则 了 EA(T) . 
事实 上 ，fEL1(G)， 则 (x) 二 f(x~1)J(x-!1)EL'(G)， 又 G 是 可 
交换 的 ，L(x) 一 1. 所 以 1(x™')=f’ (x) EL! (G) . 又 了 (x)= 
f’ (x) 一 f(x !)， 故 f(x)E€L'(G). 

FC7)=|7 CG) 70) dx= J7() YO) dx 


-| f(x-1 )Y(x)dx = or dx 


一 | 7(x) Y (x)dx = 1(7). 
所 以 EA(T)， 即 A( 矿 ) 是 对 称 的 ， 
由 A( 厂 ) 具 有 以 上 性 质 , 利用 Stone~Weierstrass 定 理 知 A(T) 
在 Co ( 厂 ) 中 稠密 。 定 理 得 证 ， 
定理 4 (1) 车 (8)E A(T); XE€G , 则 ECX 了 (A EAT 
( 2) 车 了 EA(T), rET, 则 了 ， EA(T). 
证 (1) 帮 1fE€L'(G),xE€G, 则 f, EL'(G)， 了 (8B) EA(T). 


而 1(B)=|1.(y) BC) dy= | fx!y) BOy)dy 


=|1O)Bty) dy =|1(y) B(x) BUy) dy 


一 B(x) 了 (B)，(1) 得 证 . 


( 2) 车 了 EA(T),7YET， 由 于 厂 是 群 ,因此 可 考 虚 褒 ， 
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六 (6)= 了 (716) = |1(x)7- TBC) dx 
= |1(x)7- TC) Br) dx 一 | f(x)Y(x) 502 dx 


= | 17(x) Bx) dx=(17) (8). 


又 1EL1(G)，YEI 是 连续 函数 ， 故 17EL'(G) ， 所 以 (fy) 
€A(T). 

引 理 2 (x,7) 一 Y(x) 是 GX 一 C 的 连续 映射 

证 首先 证 明 若 f EL!(G), 则 信 (7) 是 (x,，7) 的 连续 函数 ， 素 
实 上 


Ff YO SH) Fe + [fel7)— f zero)| . 
由 于 
IF 
站 


f EL!(G)， 则 x 一 ,连续 ， 故 任 给 8 之 0 ,存在 U EN,, 当 x Ex。U 
有 bf 一 全 。 | :< 了 

又 fz。(7) 是 7 的 连续 函数 ,对 于 给 定 的 。 >0, 存 在 V EW。， 
(eE 中 ), 当 YEYoV 有 [fs。(Y) 一 fzo(Yo)| < 了 故 当 xExoU， 


YEY。y 时 有 ~、 ~ 
|f :7)— fz,(7)| < e. 
由 此 知 ， 当 1EL:(G) 则 (x，7) 一 了 (7) 是 GX 厂 一 C 的 连续 映射. 
又 了 (7)= YC(x) F (7). 


* 297 ， 


取 定 (xo，7Y。) EGXx 厂 ， 取 fEL'(G) 使 得 了 (Yo) 交 0 由 了 (7 ) 的 
连续 性 知 ， 存 在 VE 人 ,, 当 YEYoV 时 ,1 《7) 取 0。 所 以 


~ 


7Cx) 一 大 s 
f (7) 
又 了 .(7) 是 (x，Y) 的 连续 函数 ， 故 元 区 是 (x，7) 的 连续 函数 。 所 
以 (x，7) 一 7(x) 是 GX 太 一 C 的 连续 映射 . 
定理 5 天 是 G 中 的 紧 集 合 ，D>>0， 令 


N(K, P)={7ET| jyY(x) 一 由 <O，VYxERK}， 


则 CN(CE，p)(6E 太 ) 组 成 拓扑 的 基 。 

证 ”首先 注意 下 列 事 实 ， 者 X，Y 是 拓扑 空 间 ，UCXXxY 是 开 
的 ， 则 对 每 一 个 紧 集 KKCX， 集 全 {yEY | 区 Kx {y}CU} 是 开 的 . (证 
明 与 § 6,1 拓 扑 群 的 性 质 8 类 似 ) 

由 这 个 事实 和 引 理 2 知 NC(K，P) 是 开 的 。 又 EEN(K ，P),， 故 
N(K，P) 是 e 的 一 个 开 邻 域 . 

下 面 证 明 ， 任 给 eE 厂 的 一 个 开 邻 域 W. 可 以 找到 某 个 N(K, P)， 
使 WW 二 N(k，P)。 WCT 为 开 集 , 厂 中 的 拓扑 是 使 了 连续 的 最 弱 的 拓 
扑 ， 故 存在 n EN，f1，fs，…，f,E€L'(G)，6 之 0 使 得 


A={7||f (7)— Fi(e) [<36}CWw. 
C,(G) 在 L1(G) 中 稠密 ， 故 存在 g1,，g。，…，gs EC。(G)， 使 得 
,lg,—fill <6, i=1,2,，*…,， hn. 
取 K = Usuppg;， 令 0>0 使 得 C，max | 8 1。.mK<6. 作 集合 
B={7|lg.(7)—g,(e)) <6, i=1, 2, n}. 
又 [FN Fe) eg + Ig?) 
~—gi(e) | 十 [g(e)— fi(e)| <36 
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新 以 BCACVW 
又 若 yYEN(K，p) 则 


| gi(7)— g ,(e) | =| | gi(X) 7(x) dx— [giCx) da 


<| le TT —1 lax= {lei tr6)—1l dx, 


当 x $FK， 则 g(xX) 二 0,i=1，2,…,，n， 当 xEK 则 r(x) 一 1 过 pb， 
所 以 


lgi(7)— 8 (<1 gl sn mks. 
因此 YE B， 于 是 有 N(K,P)CBCW. 
由 此 知 N(K，P) 组 成 夏 中 e 的 邻 域 的 基 ， 
最 后 再 证 明 对 于 每 一 个 BE 厂 ， 上 映射 YBY 是 厂 一 厂 的 一 个 同 胚 
映射 ， 
只 和 需 证 明 Y 一 BY 是 连续 的 ， 则 由 7 一 8™"!7 的 连续 性 即 得 逆 映 射 
也 是 连续 的 。 令 7; 是 一 个 网 ， 且 7Y, 一 Y。 现 证 BY, 一 B87。 
Yim7Y 是 Gelfand 折 扑 下 的 弱 收敛 ， 因此 Y ;一 7 当 且 仅 当 了 (Y,) 
了 (7). 又 了 (BY)= (fB) CY)， 所 以 
FOI), VIELGO SHB) (I)20B) (7), 
VIEL'(G) <>f (p71)= (BY), V1EL'(G)<> 
Br.—BY. 
因此 Y 一 BY 是 厂 一 厂 的 同 胚 映射 ， 故 BN (K，P) 组 成 8 邻 域 的 基 。 
定理 得 证 . 
BN(k，P) 组 成 厂 中 拓扑 的 基 ， 这 样 的 拓扑 叫做 紧 开 拓扑 ， 它 
将 紧 集 合 KCG 中 的 护送 到 群 厂 的 开 集 合 {z | ]z 一 1 过 2} 中 ， 即 特征 
标 群 厂 上 的 拓扑 是 紧 开拓 9 扑 ， 由 以 上 证 明知 ， 六 上 上 的 Gelfand 拓扑 
:和 紧 开 拓扑 完全 一 样 
同 理 可 以 证 明 集 合 {xEGI IY(x) 一 1| < 才 ， VYEC ;C 是 厂 中 的 
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紧 集 合 } 是 G 中 的 开 集合 ， 且 显然 该 集合 包含 e. 在 87.4 中 将 证 归 
这 个 事实 。 

定理 6 ”三 是 一 个 局 部 紧 的 交换 群 。 

证 只 需 证 明 映 射 (Y，PB) 一 Y :6 是 连续 的 。 即 证 明 者 开 集 : 
WY 18, 则 存在 开 集 U 3Y， 开 集 V 3B, 使 得 UT'!VCW. 

因为 Y"1BEW， 故 存在 K，P 使 得 Y 18N(K, P)CW, 令 U= 


YN(K,),V=AN(K, 护 )， 车 sSEU，tEV， 则 
s=Y£, £ET, 且 对 一 切 xEK 有 长 (x) 一 1| < 
:二 Bn，nE 厂 ， 且 对 一 切 xEK 有 (xz) 一 1| < 人 5 


又 sit 二 6 1Y "1Bn 二 Y 1B6-!1n, 其 中 567!1nE€ 厂 ， 且 对 一 切 xXEK 有 
Ein(Xx)—1 = [E(x)n(x)—1 = KE! (x) | ln(x)—éE(x) 1 


< hx)—ll + E(x)—1 <S+5=7, (E(x)| =1) 


所 以 StEY-ION(E，P)CW。 即 DIVCW， 所 以 (Y，B) 一 7Y-18: 
是 连续 的 。 丁 为 拓扑 群 。 定 理 得 证 ， 

定义 1 拓扑 群 称 为 G 的 对 偶 群 或 共 轿 群 ( Dual Group ) , 记 . 
作 厂 = G. 

对 于 G 一 尽 ，G 一 人 ，G= ZZ 的 情形 已 经 在 第 三 章 中 讨论 过 
综合 以 上 讨论 知 ， 对 于 局 部 紧 交 换 群 G， 得 到 它 的 对 侦 群 G 仍 为 一 
个 局 部 紧 的 交换 群 。 自 然 可 以 再 考虑 G 的 对 偶 群 G= 信 ， 即 

G 一 侣 一 了 一 了 


为 研究 三 和 G 的 关系 ， 定 义 G 一 广 的 映射 rg，x 一 g(x) ， 如 下 。 
a(x)Y=Y(x), 
则 ckGx?y)7Y 一 Y(xy) 一 Y(x)Y(7)， 
(alx)a(y)T=a(x)Y .a(y)T=7(x)7(y), 
所 以 a(xy)=a(x)a(y). 
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再 证 a 是 连续 的 。 即 车 {x,} 是 一 个 网 ，x,: 一 和 ， 证 明 c(xi) 一 
a(x). 

由 于 Y(x ) 是 x 的 连续 函数 ， 当 x 一 * 有 7Y(x1) 一 7(x)。 由 
Q(x) 的 定义 得 

a(xijr—=a(x )r, v7YET. 、 

又 由 引 理 2 知 (7Y,a(xX)) 一 a(x)7Y 是 厂 X 厂 一 C 的 连续 上 映射、 所 
La(xi)—a( x ). ~ 

由 以 上 讨论 知 a 是 G 一 三 的 连续 的 代数 问 态 。 在 87.4 中 还 将 
作 进 一 步 的 讨论 。 


S7.2 Bochner 定 理 


定义 2 G 是 局 部 紧 交 换 群 ,具有 Haar 测 度 ,M(G) 是 相应 的 测 
度 人 代数， 具有 单元 6。 对 于 4EM(G)， 定义 &， I 一 CC 如下， 


(7)=| Y(x) du(x), EL 


叫做 4 的 Fourier-Stieltjes 变 换 。 

注 (1 ) 由 7 的 定义 知 ，4 定义 在 L!(G ) 的 极 大 理想 空间 芽 
上 ， 而 不 是 定义 在 M(G ) 的 极 大 理想 空间 上 ,M(G ) 太 大 ,我 们 没有 
考虑 它 的 极 大 理想 空间 ， 仅 仅 考虑 了 M(G) 的 子 代 数 M.(G)， 故 
4 不 是 上 4 的 Gelfand 恋 换 ， 

(2) 若 4=fom, 则 4= (了,m)= |1(x)7C7dx=。 

记 B8(T)={ 信 JLEM(G)}、 本 节 研 究 BC 厂 ) 这 个 空间 的 构造 . 
显然 B( 太 ) 二 A( 大 )， 且 

6(7)=| YCx) ds(x) = Te) = 1 

用 C.( 丫 ) 表 示人 厂 一 C 的 所 有 一 致 连续 的 有 界 函 数 作成 的 Banach 

代数 。 
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定理 7 Fourier~Stieltjes 变 换 是 M(G ) 到 C,( 矿 ) 内 的 范 数 减 
小 的 代数 同 态 。 


证 显然 (1 二?) =2 寺 2?, (aL) =ak. 
(4, y€ M(G)). 


现在 证 明 (4#v) = 从.Y. 
事实 上 ,C49v) (7 )=| T(z) dol) 
=| [Ytxy) dr(x)ar(y) 
=|[706 70) du(e)dy(y )= #7) 2 0). 


故 妈 是 一 个 代数 同 态 ， 又 


eo=sup{ [2 OrEr}, (=1) 
而 zcr)1<| Tada = lu)= TuT， 
所 以 | elo<lel. 


现在 证 明 H EC,( 厂 )， 即 4 一 致 连续 。 即 证 明 ， 任 给 。>> 0， 
存在 U €.N,， 当 p”YEU 有 ~ 
|I4(7)— 4&(P) <e. 
今 取 U==N(K,P)， 其 中 p=p( e )， 由 于 4 是 正则 的 ， 可 设 4 
之 0， 则 存在 紧 集 合 KCG, 使 得 
L(G\K)<DP, 
当 pB-!YEN(K, P) 有 


(7)—u(B) | (TO)— Bx) de (x) 


<| [7G) — Bt) ldr(x) 
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_ f FF — BO du (x)+ | TT) — Bx) 1 dulx). 


(TG Fa) dncx)<{ TOD 


+ | B(x)| ) dx(x)<2u( GK) ?Dn. 
当 xE K 有 
| Y(x) 一 B(x) | = |Y(x)~—B(Cx) = 16(x 0-17Y(x) 一 二， 
又 (Xx)| 二 1，B "YEN(K,P), 故 B"'Y(x) 一 11<P， 所 以 


| TC — PU) d(x) <pp(K)SPn(G)=p 1 al, 


所 以 Jeky) 一 4(p)1I<2o 廿 1 


取 P 之 , 则 (7 )~ 2 (A <e, i 


: 
tw 
因此 KEC,(T)。 故 4 一 4 是 M(G) 一 C， Cr) 的 代数 同 坊 且 范 数 

是 减少 的 。: 
该 定理 指出 BCT)C-C。 (IT), B( 厂 ) 是 C， ( 工 ) 的 子 代 数 ， 
引 理 3 〈1) 孝 iL (7)EBT), 则 对 于 任意 的 x€G, 
r(x) (7)EB(T). 


(2) 若 全 (Y) EBCT)， 则 人 (CY)E BCT 厂 ) 且 对 每 一 个 TET， 
,EB(T). 
证 (1)4EM(G)， 考虑 4, EM(G)， 岂 一 5 所 以 个 (y) 


=5.(-Y)L(Y). 又 
$.(7)=| YC) do.(y)= 7TH), 


放 4(7) 一 了 (5 L(Y)E BT). 
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(2)11 8)= 4(7-18) = [FTTH du(x) 


=|r(xJ B(x) du(x)=(74) (8) € BCT). 


又 WH(E)=W(E)= UB-') ,所 以 


r=| 7 dF)= /TC de 
= |7(x) Td) =| 7(x) dACX) 


= “EBD ”下 理 得 证 . 


、 上 一 节 定 义 了 G 一 厂 的 映射 a; :0(X)Y= Y(x), 给 定 XEM(T)， 
则 疼 定义 在 天上， 考虑 人 oz 记 作 六 一作 oa， 则 


4(x ) 一 4(e(O) 一 | du(7) =) YE) dulr). 
引 理 4 若 /EM(G) ，*E M(T)， 则 | Lav =| Yd. 


证 far =|4 (Y)d> (7)=|| YC dp(x)dr(7) 


=|{ 706) qv)de (= [Var 


定理 8 (唯一 性 定理 ) 若 4EM(F)，&= 0， 则 4 一 0， 
证 车 上 = 则 对 一 切 JELIL!(G ) 有 : 


0 ja =| fdu 
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又 4( 卫 ) 是 Ce( 古 ) 的 稠密 子 代数 ， 故 4 = 0 。 定 理 得 证 . 
定义 3 设 G 是 一 个 群 ， 史 是 G 上 一 个 复 值 函数， 者 对 一 切 
X1，X2 XpPE G CC …CpEC 有 


P 
csCuag(xsxo)Z0， VPEN. 


| 


则 称 9 为 正定 函数 ， 
例 1 若 r€ 厂 ， 则 了 7 是 正定 连续 的 ， 
:证 YC(XXm)=Yxn)T Xs)=7X) TX) ， 


Sourlee)= Des) D+ ET 


,入 全 慨 ， 蚊 | LL sl 


=| S Cur(x,) | >。 


由 厅 生 


例 2 4EM(G)，4 之 0 , 则 从 在 厂 上 是 正定 连续 的 ， 


证 “> c,6.4(Toyo)= SC,c. [Gr jx) du(x) 


有 gs 过时 1 8 诬 本 ] 


= BD cs TAK) rx) dnl%) 


-| S C.F | dn(*x)> 0 . 


同 理 ,车 LEM( 厂 )，4 之 0， 则 4 在 G 上 是 正定 连续 函数 . 
例 5 车 kEC.(G)， 则 kxk 是 正定 连续 函数 . 


证 kk* k(xoxo!)=| k(y) k (71xsxa 1)d3 
=|kC(y)RCaxs TD) dy= | k(xay) Roy dy 
了 CCkxrk xxm!) = DD CC» k(xsy) EC dy 


有 si] 
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“mn " Yr 加 时 :oh ep TEE ET mE he tn rm py ph ep te Hs Hr PO ET a ep ie Te HE 


-| 5 ck(xo)| dy>0. 


”由 于 C,(G) 在 L*(G ) 中 称 密 ， 可 以 知道 ， 郑 1 EL:(G)， 则 

jf*f 是 正定 连续 函数 ， 

引 理 5 G 是 交换 群 ，9，G 一 C 是 正定 削 数 ， 则 

(1)9(e) 之 0. 

(2)9(x I)=9(x), VxEG, 

(3) P(x) 9(e), VxEG. 

(4) 若 x,yE€G， 则 

(P(x)—P(y)| <29(e) Pe) — Rep(xy 7)]。 
证 9 是 G 上 的 正定 函数 ， 故 


> CsCag(xsxm 1)ZP0 


rns] 


对 一 切 PEN, C,EC，x, EG(n = 二 1,2,… ,PP) 是 成 立 的 ， 
(1) 取 P= 1，xl 二 6e，Cl 二 1 ， 得 9(e ) 之 0. 
(2 ) 到 P=2, x)=e@, Xs =X, Cl 二 1]，C, 二 C， 得 


(1+ jcl ?Jp(e) tCo(x"!)+CP(x)> 0. (3) 
又 (1 十 1C1?)p(e) 是 实数 ， 在 上 式 中 取 C== 1 得 
P(x)+o( Xx) ER, 
取 C=i, 得 i( 一 p(x !)+9(x)) ER, 
从 而 有 9(x-!)=9(x), 
( 3) 在 (3 ) 式 中 取 |C| == 1 且 使 C8(x)== 一 pC), 则 得 
29(e)—2 P(x)| > 0. 


所 以 P(x) <o(e),. 
A ?EC， 不 妨 设 p(x) 天 J(y),， 取 P= 二 3,， Xl 二 《，X， 
=X, Xxs=Y,CI=1, C= 一 有， 其 中 1ER 


p(x )— 9(y) 
Cs 二 一 Ci 二 利用 ( 2 ) 的 结果 ， 得 


(1+24*)9(e)+24 19(x)— (yy) ~ 24: Roepey-!) 0 
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化 简 得 2(0(e) 一 Rep(xy-:))42 十 2 |Ip(x) 一 2(7) 1 二 PCe) 之 0. 
以 上 41 的 二 次 不 等 式 ， 对 一 切 1€R 是 成 立 的 ， 故 其 判别 式 是 非 正 
的 。 即 
Px)—9(y)| *—2(9(e)— Rey(xy!))9(e)<0. 
引 理 得 证 。 
由 以 上 引 理 的 (4) 知 ， 若 2 在 e 点 连续 ， 则 9 在 G 上 一 致 连 
续 ， 事 实 上 ，9 在 e 点 连续 ， 则 任 给 e > 0 ,存在 UE .个 ,。， 当 xy” 
EU， 有 lo(e) 一 p(xy -1 <e。 所 以 |Ip(Cx ) 一 02437 咱 <e。 
引 理 6 设 JjELI(G)，9 是 G 上 的 连续 正定 函数 ， 则 


| ream <e(e)1 Fl.. 


证 fg8EL'(G). 令 <f, g>=| (Geg)odm， 风 


《fj, 8 > 一 | f(y) 8 (2 -xD)9CX )dydx 


| 

= ||1(9)80 Ty) V(x)dydx 

=| f(xy) ge(y) P(x)dydx 
-J 


| f(x) ely) P(xy )dxd?， 


《1，g ) 是 一 个 半 内 积 。 事实 上 有 
(1)f 了 一 (fj，g) 是 线性 的 ， 显 然 成 立 ， 
(2)Kf，g)= 二 Cg，f>. 由 9(x"!)==9(x) 立 即 得 到 . 
(3 )<f, 之 0， 
因为 CCG ) 在 L(G ) 中 稠密 ， 只 需 证 明 者 KEC。(G)， 


则 《K， k= | | (>) k(y)0(xy -1)dxdy 之 0 


由 9 的 一 致 连续 性 知 ， 任 给 。 二 0 ,存在 W EN ,者 XEyW， 
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出 ip(x ) 一 0207) 儿 委 刘 又 (x，y 一 xX2 是 连续 的 ,存在 IE .YN 
使 UUTiCW . 令 K 二 suppk， 则 supp(k(xX) KCYJ))CKXK。 又 由 
K 是 紧 集 ， 存 在 a; ,a,,… ,a; EK 及 K 的 互 不 相交 的 子 集 E，,，E，,， 
…,E,， 使 得 
K=E,UE,U:…UE,, HECaU, n=1,2,.,P 
若 XEB,，，yEE,。， 则 xy ”EaariUU "1Ca,aaW， 故 
p(xy  )— (asan  ') | e. 


于 是 | | | K(x) FO) (xy )dxdy 


-| | kx) KO) plovan! dxdy | 
<e|, |, kk) | KC) dxdy 
=e|, k(x) ldx|, kl dy. 

仿 C, 二 | ,k(x)dx， 养 将 上 式 对 n，m 求 和 ， 得 


Kk, kK)— >, C.CnP(asan!) se(| KGCx) dx)?, 


厅 了 下 


9 是 正定 函数 ， 所 以 之 C,C a9p(asai') 之 0，e 是 任意 的 。 故 


<k,k) 之 0. 
以 上 证 明了 《<f，g) 是 半 内 积 ， 由 Schwarz 不 等 式 有 
Kf, ge <, f(g, g>. 


| 7 vax = (| {70)70 ox axdy 
< 9(e)(| lx dx) (| 11 ay) 


=9(e) il 
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即 ‘f, PEo(e) dili. (4) 
L!'(G) 有 近似 单元 e，,， 上 当 4 一 co 时 ， fxe,.— ff. 


所 以 | Ge 一 Drdm|<o(e) 1 fres—fl 1— 0. 
今 取 e ,满足 e; 一 e ， 即 e, 为 对 称 的 且 取 实数 值 ， 则 


|feaml :=liml re)edml *=liml Cf eol 
<limCf ,fe e172. 


由 ( 4 ) 式 知 le1， eg(e)le; 上 i 二 9(e)， 故 


| fodml :<9(e) lf, =p(e)|( x 了 )9dm. (5 ) 
令 有 二 了 * 了 ， 则 刻 二 了 *f=h，h€EL!'(G), (5) 式 可 
写成 | yeam <p) hvam. 
由 (5 ) 式 知 


| hodml :<v(o)| (hxh)wdm=9(e)|h' + wdm, 
上 式 为 一 个 道 推 公式 ， 其 一 般 形 式 为 
] | pdml <p(e) hs pdm, (6) 
反复 利用 ( 6 ) 式 ， 得 
| | fedm :<o(e) ! “去 (人 pam) 


<p(e) 1! 1 (ln 4 pdm) 


委 …< 委 (Le) 1 十 去 十 … ta(fne" am) 
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人 
nr 7 ps rt 人 


内 (4 ) 有 (| ?wdm) Ce | n(*) /2 | 


令 n 一 oo， 利用 谱 半 径 定理 ，lim 上 |f" 1 14'== 中 了 上 ww， 得 
am *<p(o): Ih 1.. 


又 R= 了 f= 了 了 = 1 了 |:， 所 以 5dml :<g(e)* 1 了. 
引 理 得 证 ， 
定理 9 (Bochner 定 理 )。 若 9，G 一 C 是 连续 正定 函数 ， 则 存 
在 唯一 的 LE M(T)， 使 得 /= 9， 且 L 之 0. 
证 ”唯一 性 由 定理 8 得 证 。 下 高 证 明 存在 性 ， 利 用 引 理 6 定义 
映射 T，A(T) 一 C 如 下 ， 


T(f)=|19dm, 1 EL!(G). 


由 引 理 6 知 ， 车 了 =8， 则 T(f)= T(8)， 故 7 是 有 确切 坊 
义 的 ， 显 然 了 是 线性 的 ， 且 由 引 理 6 知 ，1T <e(e) ， 又 4(T) 在 
C。( 太 ) 内 是 稠密 的 ， 故 可 唯一 地 将 工 扩张 到 Co(r) 上, 得 ke 
Cs.(T)"， 且 

tu =1 Tl?(e). 
又 Co 大) 一 MD)， 所 以 LE M(T). 


Jpam=7 CF)=4( ) =| far=| fdm, 
即 |Fe 一 4)dam=0. 


由 于 9 ，V 是 连续 函数 ，fEL1!(G) 是 任意 的 ， 故 =9， 
再 证 4 之 0. 已 知 上 1 = wl (TT) 志 9(e). 


te)={ 70) du(7) =)1 dp(7) nT). 
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又 L(e) 二 9(e)， 于 是 有 4(e)=4( 厂 )=p(e) 之 lhl CT)， 故 |h| = 
即 4 之 0， 定 理 人 得 证 、 

Bochner 定 理 告 诉 我 们 ，B(G) 二 {4 4EM( 夏 )} 是 G 上 连续 正 
定 阔 数 的 所 有 的 有 限 线性 组 合 张 成 的 空间 . 


$7.3 肥 演 公式 


引 理 7 (1) 若 JEL1(G), 4E BCG)， 则 fx4=( 了 /4) ， 
(2)L! (G)f1 B(G) 是 LL (G) 中 的 稠密 子 集 . 
证 (1)fEL'(G), 4 是 有 界 连续 函数 ， 4 E Ta (G) ， 所 以 
j*LEL” (G), 且 


(fs LX% )=|1(y) 7 (y™ x) dy= (|1(y) YC 3%) dp?) dy 
=|| f(y)Y(y) Y(x) du(7)dy 
= 人 (97GJ Tz) du(r)dy 
-|| f(y) YT(y) 7Y(%x) dydu(¥) 
=|f’C)7 (sda(7) =(F p) ~ (x). 


放 f #4E B(G), 即 L1(G) * B(G)CB(G)， 

(2) 者 WECo(G)， 由 $7.2 例 3 知 w* & 是 正定 连续 函数 ， 故 
UW # 8EBG) .又 4EC(G), 则 4 EL (G), uu ETICG) . 
因此 xx * wx € B(G) NN L(G). 

男 詹 ,不妨 取 4 为 对 称 的 上 且 w=u，, 令 U=suppu， 则 
supp (Uru)=suppuiCU?, 

L!(G) 中 有 近似 单元 ei , 按 以 上 讨论 可 以 取 es EL!'(G) 由 B(G)， 
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pe TE RR “ET Se "EEE er sii ee hr i rete. EE Pe eh TT es 


对 于 每 一 个 {EL1(G) 有 f=lim(jxe'). 由 f E11(G), e,€ L:(G) 
知 fre EL1(G)， 又 由 fEL!(G)，e, € B(G) 知 fxe; € B(G) ， 所 以 


fre: EL'(G)f| B(G)， 最 L'(G)N| 8(G) 在 L*(G) 中 是 秽 密 的 。 证 
于 . : 

定理 10 《 反 演 定理 )， 

(D1 EL CGI B(G), 则 f ELI(T), 

(2) 矿 上 存在 唯一 的 Haar 测 度 mz ,使 得 


f(x) 二 | 了 (Y)YCx)dmr《Y)、。 ”《 反 演 公式 ) 


证 者 1E BCG) 则 六 EB(G)， 由 Bochaer 定 理 知 ， 存 在 崔 一 
的 Hi EM(G) ， 使 得 上 一 #。 注 意 我 们 所 要 证 明 的 反 演 公式 可 以 
号 成 


f(x)=fCx- 1)= TI (Ydmr Cr) = (Fmr) ~ 
因此 问题 在 于 确定 mr 使 Ky 三 《了 mr) ， 由 唯一 性 定理 知 ， 只 需 确 


定 mr 使 mr 二 4y/ 为 此 需 证 明 对 任意 的 了 ， gE L' (G) 1 B(G) 


有 hi/ 了 一 Hg/8 ,事实 上 ， 
(fp) ~ (x)=| TO F C7)dpslY), 


又 fC) YO) =|1(y) TO) YO) dy 
=|1C)7C9) dy={ fx!1y) 707) dy 


=|10) TO) dy= £7), 


Jeb 


所 以 〈 了 pp) x)= fer) du), 
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再 利用 引 理 4 得 
(了 nn) x)= 409) wo(y)dy=| 8 (9)dy 


一 | fc-:y)g(y-5dy. 
同 理 ， (8 pr)~ (x) =]e(x-!y)f Cy!) dy 
= [aCx :yy) dy= {ey f(x y) dy. 


故 fw= 有 

右 世 CE Co( 太 )， 取 YE su ppy， 则 存在 kE Co(G) 使 得 二 (Y) 中 . 
又 丸 % 天 一 [wu :所 以 u 以 >0 且 和 u (Y)>0. 又 & * 以 是 连续 
的 正定 函数 ， 妨 * u 也 是 连续 的 ， 昌 在 ?处 ww *# z(Y) 六 0， 故 存在 Y 
的 一 个 邻 域 ， 在 该 邻 域 上 7 # wu >0, 又 suppy 是 紧 的 ， 故 存在 有 
限 个 这 种 邻 域 将 suppyYy 盖 住 ， 即 存在 


f 一 > Ws 


使 得 f >0 且 在 supp$ 上 f>0. 

由 以 上 讨论 知 ， 有 $$EC(T), , 则 存在 连续 的 正定 函数 
fE€1L'(G) ， 使 得 了 >0 且 在 suppy 上 了 >0， 于 是 / f 是 有 意义 
的 ， 在 suppy 上 连续 且 在 (supp 力 "上 ， %/ 了 = 0, 、 

引入 记号 $< , 它 表 示 EC( 矿 ), 了 是 连续 正定 和 函数, 了 之 
0 且 在 sduppbg 上 ， 由/ >0., ~、 

藻 罗 《<j，W/ 有 意义 。 若 % 到 8 , 则 8/ 8 也 有 意义 。 又 


| diy = 人 dus =[= ?d= 1/2 duiy , 
,~ 1 8 了 8 
这 说 明 [w/ 了 du 与 1 的 选取 无 关 ， 因 此 可 以 定义 映射 T，C。( 厂 ) 
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OT Mm 7 EE ee pT gt Pp TT Po Mr pe er he ph bap re ee pp ee 
" ci si Tr mr 了 rr 


一 CC 如 下 ， 
T( 力 =| 5 了 dy ($21) 


是 线性 的 。 事 实 上 ， 若 久 ，y%: EC。(， 则 存在 连续 正定 了 
数 }，f 之 0， 且 在 (suppygi) U(suppys) 上 f>0, 于 是 pf ，， 
Git pe 

-], Vi 二 $f, 且 f f 人 所 以 
Tpi+$s)=T(#)+T(S,). 
T 是 正 的 。 因 为 了 之 0 且 所 二 J/ ， 而 f 也 是 连续 的 正定 函数 ， 
由 Bochner 定 理 知 ， 了 于 所 对 应 的 测度 /0 是正 的 , 故 若 yi0 则 TY ) 
之 0， 


了 是 不 变 的 ， 好 了 TV) 一 六 ， 事 实 上 ， 若 在 suppg 上 了 > 之 0， 
则 在 suppygy 上 ,了 ，*>0. 由 %g(0) 关 0 即 WAY ”DO) 0 得 Y-106Esuppy， 


所 以 了 (Y-~18)> 0 即 全 (8)>0 又 
(17) (8) =|1(x)r(x) BOX) dx 


=|1(2)7B) dx=f(7*1p) = f , (8). 
因此 ， 二 YJ， 则 .<7f. 
| py (人 2 。 由 ， 
r(y,)=| yf =| t=|(3), duvrf, 
又 右 hEL'(G) 有 


foam foam uty em ran ean 


=|@7) dp = du = ,an, 


有 EA(T 厂 )， 又 A( 厂 ) 在 Coo( 厂 ) 中 秽 密 ， 故 上 式 对 Coo ( 厂 ) 中 的 函数 
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» 
也 是 成 立 的 ， 又 FEC ( 夏 )， 所 以 


ro) = 1), fC) ) 0m = Mar) 


上 以 上 讨论 知 T 是 正 线性 泛 孙 由 Riesz 玫 示 定理 知 ， 和 在 一 
个 不 变 测度 和 了 T 相 对应， 该 测度 即 为 mr， 
事实 上 , 令 $EC(T). EL'(G)[(1B8(G); $<g， 则 


| bans= [Ean -人 ?dwr T($1), : 


又 rT(y1)=| f dmp 
所 以 | ganr = | $F amz, - 
fmr=pr. 


又 所 是 有 限 测度 ， 因 此 了 E ZICF)。 (1) 得 证 . 
LICG)T B(G) 在 L1(G) 中 是 稠密 的 ， 故 总 可 以 取 了 ELIG)n 
B(G) 使 Wj 关 0， 又 炒 是 连续 函数 ， 可 取 使 


T(y 1)=|vdps* 0 . 


T 关 0， 所 以 mr 关 0. 即 mr 是 不 等 于 零 的 不 变 测度 ， 也 就 是 mr 是 
Haar 测 度 ， 且 


RR / 
=| fF (7)YC)dmz(r). ( 2 ) 得 证 . 


例 1 G 是 紧 测 ， 取 测度 mo 使 me(G)=1， 则 mr 是 厂 上 的 计数 
275。 | 
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测度 . 
证 ” 取 Y。€ 厂 ，Y, 是 连续 的 正定 函数 ， 由 反 演 公 式 得 


ro(x)= 77)Y (x)dme(?) 


由 定理 2 知 ， 当 G 为 紧 集 时 ， 
信 1 ， 当 Y 一 7。， 
Yo(7)={ 

0 和 当 了 史 Yo。 


所 以 Yo)= | YK) dmr(Y) = Cx) mr( {Yo)), 


故 mr (Yo))= 二 1， 即 mr 为 计数 测度 ， 

例 2” G 是 离散 的 ， 取 ma 为 计数 测度 ， 则 mr( 厂 ) 一 1 

证 G 是 离散 的 ， 则 Xi 是 Z(4G) 中 的 单元 ， 且 为 G 上 的 正定 
连续 函数 。 这 是 因为 


1 » X= Xn 
Xi , ,xaxm 7 ) ={ 


0 ， 当 Xi 二 Xn 


P P 
>, CCnXts) (XXn 1 ) = > CC 之 10 
nn] 


| | 


又 入 oa(Y)=1， 由 反 演 公式 有 
=X)= [1 (edm (7)=|dmr(r)=mr(T). 


例 5 G=R( 实数 加 法 群 )， 已 知 G= 厂 = AKy=e''), 在 R 
上 有 Lebesgue 测 度 m， 取 mo 二 am，a 之 0， 取 mr = 二 bm ，b>>0， 则 


证 取 g 之 0 且 gED (站 ), 则 8 是 连续 的 正定 函数 ， 8 ES B(G). 
又 到 g 宇 0，g EL!'( 厂 ) 且 8 为 达 续 函数 ， 辐 时 gE€L!(G), 则 8 € 
LL!1(G) 人 B(G)， 由 反 演 公 式 有 
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SA 


5(x)= | (y)eesdmr(y) (dmr(y)=bdy) 


g (x)=8 (—x)=|& ‘(yerdmr(y)=g (x), 


6 是 连续 的 ，g/ 也 连续 ， 又 g^ 连 续 ， 由 唯一 性 定理 知 g = 二 g*^. 
今 取 g(y) 一 e-104， 显 然 8 是 连续 的 ，g EL'(T), ge 之 0 
5 (*) =b) eedy = I 

所 以 g (x ) EL'(G). 


故 g(—y)=g (y)=(g™) 人 个 (y)= a | dx. 


即 e-'"'=2ab| ° 1 e-Gzdx 


-o 1 十 X: 
今 y 二 0 得 
1=2ab| 1 _dx=2rab 
= 0 1 十 X 
因此 ap= 
2 元 
™ = = 一 DY -~ _ 
通常 ，R 上 的 Fourier 变 换取 a 一 1, 5 一 2 或 4 二 二 ut 
1 2 


™e -| TT e "dx. (y€ER) 
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$7.4 Pontryagin 对 偶 定 理 


在 $7.1 中 为 研究 群 6 与 三 的 关系 ， 引 入 了 G 到 厂 的 映射 a 
a( x )7=7( x ), 证 明了 a 是 G 到 厂 的 连续 的 代数 同 态 . 本 节 将 进 
一 步 证 明 a 是 1-1 映 射 ， a 是 映 上 本 的 ， 且 为 同 胚 映 射 。 从 而 得 知 
G 和 太 作 为 拓扑 群 是 完全 一 样 的 。 此 有 即 Pontryagin 对 侦 定 理 , 

定理 11 对 于 e€G 的 每 一 个 邻 域 V， 存 在 一 个 紧 集 合 CC 太 和 
p >> 0， 使 得 {x€G| IY(x) 一 1| 之 p, vYE€C}cV, 

证 G 是 局 部 紧 的 ， 映 射 (x，y) 一 xy :是 连续 的 ， 故 存在 e 的 
一 个 紧邻 域 W， 使 得 WW-!1CV。W 是 紧 的 且 包 含 非 空 开 集 ， 所 以 
0<mW<oo, 

令 f= Xp /VmW ,显然 EL'(G) 同 时 jEL?:(G), 令 g 二 J * f， 
则 gEL!(G) 是 为 正定 的 连续 函数 ， 即 gE€11(G) 几 | B(G)， 由 反 演 公 
式 得 


g(x)=| 8 (7)Y(x)dy， 
g(e) =| 8 (7)dr. 
又 eCe)=f*f (e)=|1(x) 7 (x-!) dx 


=|1(x) Fx) dx= 下 | wdx=1. 


所 以 | s Car=1, 


人 


8 一 了 .二 了 .了 = 人 | 2 之 0 . 
g 是 连续 的 ，8g EC。( 厂 )， 若 x 4WW-!，g(x) 二 0， 故 存在 紧 集 
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CC 矿 ， 使 得 


nn 人 4 
人 g (7Y)d7 <—. 
‘IN\c 3 


取 忆 一 到 ， 若 xEG 使 得 |YCx) 一 1 < 了 对 一 切 YEC 成 立 ， 则 


g(x)—1=g(*)—g(e)=| ,8 (7)(Y(%)—7(e))dY 
=| 8 (Dr(O) 一 Ddy， 


leCx)—1 <| sg OL r(x)—1l dr 


= 人 8 (7) [YCx)—1l dy 十 | 8 C7) Ye) —1l dy 
(8 (Y) IjY(x)—1| dr<i| s (Y)dY < se (7Y)dY = 艺 . 


| g (7) r(x)—1l dr<2| 8 (7)dy < 二， 
PC TN\C 3 
即 lg(x)—1 <1. 
故 g(x) 交 0，， 即 xEWWT?'CV, 定理 得 证 ， 
推论 1 xfxEGl [IY(x) 一 1 过 Pp5，YYEC}，CCT 厂 且 为 紧 集 ， 
P>>0，xo EG， 和 构成 域 G 的 拓扑 的 基 ， 
证 Y(x) 是 (x，7Y) 的 连续 函数 , 故 集合 {xEG| IY(x) 一 1| <p， 
YYEC} 是 开 集 上 且 包 含 e， 因 此 它 是 e 的 开 令 域 ， 所 以 
xfxEG IY(x)—1l<P, VrEC)} 
是 x。 的 开 邻 域 ， 它 们 组 成 G 的 拓扑 的 基 ， 由 此 知 ，G 的 拓扑 也 是 紧 
开拓 扑 . 、 
”推论 ? a，G 一 三 是 1-1 映 射 ， 
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证 大 xy， 即 x™!y 史 2， 可 以 作 VE .NHN,, 使 x~!y 4V ,由 定理 

11 知 ， 存 在 一 个 紧 集 合 CC 太 及 D>>0， 旦 有 某 个 YEC， 使 得 
1YGx ”1 一直 之 0。 

即 存在 YE 厂 ， 使 得 Y(x™!y) 天 1， 所 以 YY(x) 克 Y(y), 即 (x) 2(y)， 
故 a 是 1-1 映 射 

这 个 推论 说 明 特 征 标 群 工 相当 大 ， 可 以 分 离 G 中 的 点 ， 

推论 了” 设 妃 是 G 的 闵 子 群 ，x& 了， 则 存在 YE 三 满足 Y(x )» 
1 ， 且 在 H 上 7Y= 1， 

证 ” 作 商 群 G/H. 由 $6.2 知 , 取 G/H 中 的 拓扑 ,是 使 映射 5:G 一 
GV/B 为 连续 的 拓扑 ， 员 

当 xgH， 则 xX 史 e 攻 存在 BE(G/H) 使 得 8(x*) 史 1。 又 
por，G 一 T 是 连续 的 同 态 映 射 ， 且 


Por(x)=P(x) 41, 
Bor(h)=B(R)=B(e)=1, hEH 
故 bon 二 YE 丁 即 为 所 求 。 则 
推论 4 ”a 是 Ga(G )CT 厂 的 同 有 凸 映射 
证 c(e) 在 c(G) 中 的 邻 域 为 


{pE 太 [ip 人 7) 一 上 之 Pp, YYEC,CCT 且 为 紧 集 合 } | a(G) 

={a(x) |la(x)7—1| <P,vrEC} 
={xE€G|IIY(x)—1i <Pp, vrEC}. 
这 也 是 G 中 的 邻 域 ， 所 以 a 是 同 胚 映射 ， 

引 理 8 若 五 是 Hausdorff 拓 扑 群 G 的 局 部 紧 子 群 ， 则 FH 是 闭 
的 ， 

证 瑟 是 局 部 紧 群 ， 故 互 中 的 单元 e 存在 一 个 紧邻 城中 ， 刀 是 

G 的 子 空 间 ， 所 以 人 =Yf 互 ， 其 中 YY 是 G 中 单元 e 的 邻 域 。W 在 
H 中 是 紧 的 ， 故 WW 在 G 中 也 是 紧 的 ， 而 G 是 T: 空 间 ， 从 而 太 是 G 
中 的 闭 集 . 

设 a € 昌 ,aV"! 是 a 的 开 邻 域 , 故 aV ”1 站 瑟 坟 0 设 5EaV 下) 羽 ， 
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任 给 UE .Ar ， 则 人 YE.A ， 故 


UfIbV(IH .9S. 
所 以 aEbV[jH= bV[|bH =b(V/|H)= b (VN H) 
=b(V/H)CbH. 
又 DEH， 故 bH 二 H， 由 此 知 车 a€H ， 则 a€ H。 因 此 玉 是 闭 集 ， 
引 理 得 证 . 


定理 12 ( Plancherel 定 理 ) 存在 唯一 的 L(G ) 到 L:( 厂 ) 的 
线性 等 此 满 射 F， 当 fEL1(G) 站 LL?(G ) 时 FP 谨 是 了 的 Fourier 恋 
换 。 即 Ff 二 了， 

证 设 1EL'(G)[1L?(G)， 由 于 fEL:(G) 知 f#*f 了 是 正定 连 
续 孙 数 ， 于 是 EL1(G ) 则 B(G )， 由 反 演 定理 ， 有 


fx 了 (e)=| (fy ) (7)Y(e)dy， 


了 一 了 * f= I *， 


又 Ye)=1, (fx7) 人 ~=F 
上 式 化 为 。 大 了 (e) 一 人 171 :ar. 
另 一 方面 ， 


j*i(e )=|1(y) F (y-!e) dy =|1(9)70) dy=| f(y) *dy, 
所 以 有 人 (Clay 一 | 1 了 Ol ar. 


以 上 说 明 , 车 1EL'SG)NL*(G), 则 f EL:(T) 且 了 := 
1 了 1。。 也 就 是 说 ， 了 到 了 的 映射 是 线性 的 。 且 保持 范 数 . 
L(G)NL*(G) 笛 密 于 L*(G)，f 一 了 是 定义 在 L2(G) 的 
稠密 子 空间 L!1(G) 由 L*(G) 上 的 等 距 线性 映射 ， 它 可 以 唯一 地 扩 
六 为 F:L'(G)L*(G)，F 是 等 距 线性 映射 以 Ry 表示 F 的 值 
域 ， 由 于 L*(G ) 是 完备 的 ，F 是 等 距 线性 映射 ， 所 以 Rr 是 完备 空 
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HL*( 丰 ) 的 完备 子 空间 ， 从 而 Rr 是 财 的 ， 
下 面 证 明 R, 二 LL:( 厂 ), 只 需 证 明 ,PE Ry! ,WP = 0 ,a、 ee. 


若 fEL1(G)N L(G)，xEG， 则 了 ,ERz 故 V4 了 ,， 妈 


0 =|f ,07) p(7) d7 =|f0) PCY) r(x) dy 


由 唯一 性 定理 得 了 二 0， 

对 于 每 一 个 紧 集 CC 六 ， 存 在 JE C,(G)， 使 得 在 C 上 了 > 0， 
从 而 在 C 上 几乎 处 处 有 89 二 0， 又 PEL?( 夏 ),， 所 以 在 cc- 紧 集 外 
9 二 0， 于 是 得 9 二 0, a、<， 

定理 15 ( Parsevyal 公 式 ) 大 ff ,gEL2(G)， 则 


(1Cx) gtx) dx=|f y )8 (7 )dy, (7) 


[feeCx- ax= {FC7)e dr ( 8) 


证 由 第 四 章 $4.1 中 的 极 化 公式 若 ， Hilbert 空 间 的 内 积 可 用 
范 数 表示 。 又 了 一 了 是 等 中线 性 映射 。 公式 (7 ) 得 证 ， 由 (7 ) 式 即 
可 证 明 ( 8 ) 式 ， 事 实 上 ， z / 


(fC)8Cx-t)ax= 1) 8 dx 


J)8 Cx) dx=f7Cr)2CDdr 


= 人 (rs (rar= (Fr) Gr) dr. 证 毕 . 
引 理 9 若 gE€L(G), YET， 则 YEgELI1(G), 且 
(Tg) =8,. 
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证 ”以 上 结论 对 gEL1(G)N 站 L(G) 是 成 立 的 ， 又 L!1(G) 中 
L:(G) 在 L(G) 中 秽 密 ， 故 对 gEL?(G) 结 论 仍 成 立 . 


引 理 10 车 f,， gEL*(G), 则 fg€EL'(G) 且 fg=f *8. 


证 BET, (fg)(B)=|f(x)a(*x) BUX) dx 
= 上 fx)(65) (wdx =|F (7) (CB BE)CY) dr 
=|f( 7 )8 (pb-iy)dy =|f( 7 ) 人 (Y™18)dr 


=| f(r):8) dr= {fC7) 8 Crp)ar 


=(f*g)(p). 
定理 14 ACT)={f1*# fs |fi, fi EL:CT)}. 


证 ”由 定义 A(T)={ 了 JfEL'(G)}， 若 取 f1，f; EL:CT)， 
则 存在 gl:，gs EL:(G)， 使 得 g, =f,，g, 二 fs， 从 而 
fixfs—=gi*g2i=g:8: € ACT), 
如 A(T)DO{f .xfs lf1, 1.€EL?:(T)}, 


反之 ， 设 hEACT)， 则 存在 1f EL1(CG) 使 得 f 二 , 且 存 在 g，， 
gz: EL:(G)， 使 得 f= 二 g,g;， 于 是 


人 人 人 h=f =gige—8: *g2, 
其 中 g1，gs€L2( 夏 )， 这 表明 ACT)C{fixfs lf ，f EL:(T)}，, 
所 以 A(T)= {f 1.*f, fi1. f: EL:(T)}, 


定理 15 名 KC 是 紧 集 ，VCCT 是 开 集 , 且 KCV, 则 存在 
hiCA(T), 0<h<1l, 在 K 上 h=1, 在 V" 上 hh==0， 


"2283. 
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证 ”可 以 构造 一 个 开 集 本 包含 及 ， 三 是 紧 的 且 含 于 冯 ， 即 天 玫 
WCWCYV. 

到 单元 e 的 紧 对 称 邻 域 U， 使 得 KUCW ， 且 WUCY .由 于 
紧 集 的 测度 是 有 限 的 ， 帮 KX 而 ，Xu E 工 红 太 ) ,从 而 XW*XoE€ A(T)， 
又 


jsXa To) = | x5CY) Xo(Y-1r) qr. 


当 7YE W 且 Y~!1Y。 EU， 则 被 积 函 数 不 等 于 零 ， 又 7Y~!17。 EU 即 
YEYoUM! 二 YU， 所 以 当 YEW 门 YoU 时 被 积 函 数 为 1， 否则 被 积 
滴 数 为 零 。 故 

Jz5Cr) Xo y )d7=m(WN YU). 


在。 EK，,， 则 rUCW, 所 以 mr 人 Ww 站 YT,U)=mr(Y.U)= mr(U). 
若 7r。 $V， 则 Yo,UNW = $ .否则 背 BEYoUNW 则 8EW, 是 
BEYoU。 则 yo= Pu-1CWUCV， 与 Yo。 $V 节 盾 。 故 


mr (WN YoV ) = 0. 即 
/ mr(U), Y,€K, 


(x5xxoCr) adr =|xi()xo Gr) dr={ 0 ; Y,¢V. 


__ XP ps 
取 h = UY 即 为 所 求 。 证 毕 ， 


推论 5 ”大 4A、B 可 测 ， 且 测度 不 等 于 零 ， 则 (4B) "$4, 

证 因 A、B 的 测度 个 等于零 ， 故 可 找到 A.CA, B,CB. 上 是 
0 <m(41) 过 2，0 <m(B,)< 过 co， 因 此 存在 紧 集 合 C，D， 使 得 
CCAICA,DCB,CBHAmC> 0，mD> 0， 则 YoxYp 是 连续 函数 ， 
且 在 某 一 所 大 于 0 ， 故 4B 中 含 非 空 开 集 . 

定理 16 a 是 G 到 关上 的 满 射 ， 

证 设 a(G) 器 夏 ， 则 Ca(G)}? 是 非 空 开 集 在 la(G)}) ?中 任 
取 一 挟 P。{9} 是 紧 的 ，{9}C[la(G)) "由 定理 15 知 存在 hE€ 
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A ( 醋 ) 使 得 在 {9} 上 及 炎 0。 在 [(c(G))"]*=a(G) 上 mn= 0。 又 
ph 二 8，gEL1( 厂 )， 所 以 在 G 上 8 = 0 ,由 唯一 性 定理 知 8 = 0， 
从 而 hh 二 0。 此 与 h 类 0 矛盾 ， 定 理 得 证 . 

至 此 证 明了 a: G 一 三 是 连续 的 代数 同 态 ，a 是 1-1 的 且 为 G 到 
广 上 的 同 胚 映 射 ， 由 此 得 到 以 下 重要 结论 . 


从 
定理 17 人 Fontr7agin 对 偶 定 理 ) a: G 一 9 是 拓扑 群 的 同 析 


映射 . 即 G 和 人 作为 拓扑 烙 是 完全 一 样 的 , 沁 作 G >， 

注 1 定理 5 给 出 BN(K,P) 组 成 厂 拓 扑 的 苦 ， 其 中 N(K，P) = 
{YETIIY(x) 一 1| 二 P，YV xEK，KCG 是 紧 集 ，P > 0 }， 若 再 考 
虚 厂 的 特征 标 群 广 ， 同 样 对 p> 0 ，CCT 是 紧 集 ，N(C，p ) = 
(9ET| 2 (2 一 11<O， VYEC} 也 是 工 中 单元 。 的 并 邻 域 

a:G 一 六 是 拓扑 群 的 同 构 映 射 ， 即 = G， 由 于 9 = a (x)， 
wy(Y)=7(x)， 故 


N(C, p)={x€EG| Ir(x)-11<p, vrec) 
是 G 中 单元 e 的 开 邻 域 。 这 就 是 定理 11 的 推论 1 的 结论 ， 
注 2 ApEM(F)， 总 一 人 70 du(Y)， 自然 可 以 定义 


4， 太 三 一 C 如 下 ; 1(o 1) 一 人 57 du(7). 又 P=a(x) 旦 


V(7)=a(x)7Y=Y(x)， 得 (C9) 二 K(x) 由 此 可 知 


B (T)=1{4 IE M(T)}, B(G)={4 I# EM(T)}, 
二 者 是 完全 一 样 的 . 、 、 
推论 6 害 2E€EM(G)H4ELICT) WAEMCG) .Wp =!,m, 


其 中 f EL1(G).， 且 2 = 了 
证 B(T)={t lhEM(G)}. 由 于 EL'( 夏 ). 故 HE 
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L( 太 ) 门 BC 由 反 演 公式 知人 皮 =LI( 广 )， 是 
人 (7 )=| 4 (9p) Cr)dy, 


故 和 ( 7 ) 一 [2 (por do= | (7) dp= 4 A 
即 人 二 今 定义 作 夫 如 下， 

f(x)= ph "Cacx)) = L (a(x)-!). 
则 1 (x*)= 4 (a(x)), 


所 以 f(x)=| A(Y )atx)y dr=| (7) Y(x) dx, 


AOR A 


即 f = 


又 因为 1 (Xx) 二 A Gc)- 1),， 所 以 1(x)EL! ( 厂 ),， 即 f(x)€ 
L'(G).H f(x)EB( 方 即 1(x)E B(G)。 故 f(x) EL'(G)N BCG). 

由 反 演 定理 及 以 上 推论 ， 得 出 以 下 结论 . ~ 

定理 18 ” 若 j EL'(G)， 则 1E B(G) 的 充 要 条 件 是 1 EL!( 厂 ). 

由 该 定理 知 ， 阁 记 4,= 二 {fEL'(G)|[f EL1I( 夏 )}， 则 41 与 
L'(G)f B(G) 是 完全 一 致 的 

推论 7 XE€M(G)， 若 公 = 0 则 4 0 

证 将 G 看 成 矿 的 特征 标 群 ， 则 4& = 4。 由 唯一 性 定理 得 4 = 
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推论 8 M(G) 是 半 单 纯 的 . 
证 AEM(G)，4 上 ,ITC 是 上 的 Fourier 一 stieltjes 变 挫 ， 


P(r )=| 7(x) du(x)， 则 任 给 YE 厂 ， 映射 


01， /一 L(Y) 
由 M(G) 一 C 的 非 零 代数 同 态 ， ~ ~ 

事实 上 ， 任 给 YE 矿 ， 总 可 以 取 4 使 4(Y) 寺 0。 且 显然 有 (4 十 
=A+7, (#7) -= 了， 

假设 9(4)= 0 对 一 切 9E.NM (M(G) ) 成 立 ， 则 由 于 ?9,E 
-NM( M(G)) 得 9,(4) 二 0 对 一 切 YE 古 成 立 , 亦 即 LAC(7)= 0。 记 以 4 
二 0, 故 M(G) 是 半 单 纯 的 ， 

推论 9 工 !(G) 是 半 单 纯 的 ， 

推论 10 工 !(G) 具 有 单元 的 充分 必要 条 件 是 G 是 离散 的 . 

证 若 G 是 离散 的 ， 则 MG ) 一 MLG 放 L'(G ) 有 单元 . 反 
之 ， 知 L《G) 有 单元 ， 则 其 极 大 理想 空间 厂 是 紧 的 ， 改 工 是 离散 
的 ( 见 $7.1)。 再 由 对 偶 定 理 知 G 是 离散 的 , 

利用 推论 10 我 们 研究 @ 的 紧 化 问题 ， 知 G 是 局 部 紧 的 交换 群 ， 
厂 是 G 的 特征 标 群 ， 仍 为 局 部 紧 的 交换 群 . 者 对 群 三 取 离 散 拓 扑 ， 
则 三 是 具有 离散 拓扑 的 交换 群 ， 记 作 厂 ， 则 六. 是 紧 的 ， 记 作 
G 即 六 ,= 一 G，G 称 为 G 的 Bohr 紧 化 . 

今 定义 映射 6B，G 一 G 如 下 ， 

P(x)T=Y(x) 

显然 若 G 是 紧 的 ， 则 Y 是 离散 的 ， 故 太一 六， 所 以 由 对 偶 定 理 
知 G=G， 因 此 B=c， 现 给 出 6 的 性 质 . 

(1)p8 是 G 一 G 的 1-1 上 映射 ， 

因 丁 分离 G 中 的 态 ， 车 B(x) 史 3(7) 则 Y(x)Yf 93) 所 以 x 站 


(2)B 是 GG 的 同 构 映 射 。 显然 成 立 ， 
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(3 )B 是 连续 的 (读者 自 证 )， 

(4)6fG) 稠 密 于 G (读者 自 证 ) ， 

p(Gc) 稠密 于 G， 是 指 对 于 太 。 上 的 每 一 个 特征 标 p， 都 可 以 找 
到 矿 上 的 连续 特征 标 带 近 P9。 这 是 因为 厂 ,是 离散 拓扑 ， 连 续 特征 
标 群 就 是 特征 标 群 。G 上 的 拓扑 是 紧 开 拓扑 ， 可 用 N(C，p) 描 述 y 
通 近 p， 厂 。 是 高 散 的 ， 厂 。 中 的 紧 集合 就 是 有 限 集 合 ， 故 B(G ) 在 
G 中 稠密 是 指 对 刀 , 中 的 每 一 个 p， 对 于 有 限 多 个 yl，7s，… 
yY.E 太 。。 和 Ap> 0 ， 存 在 夏 上 的 连续 特征 标 ， 使 得 

IP(Y)—YY)) <P, vi : 


记 Trig(G)={ > CY,| C.EC, 7, ET}. 


显然 当 G= 二 RH 时 ，Trig(G) 就 是 RR 上 的 三 角 多 项 式 , 

推论 11 右 G 是 紧 的 ， 则 Trig(G) 在 C(G) 中 是 稠密 的 ， 

证 显然 Trig(G) 是 C4G) 中 的 一 个 子 代 数 ， Trig(G7 31， 因 
7 分 离 G 中 的 点 ， 故 Trig(G) 分 离 G 中 的 点 、 若 7YE 厂 则 Y E 矿 ， 故 
若 f € Trig(G) 则 jE€ Trig(G). 由 Stone-~Weiertrass 定 理 知 Trig(C) 
在 C(G) 中 是 稠密 的 . | 

定义 4 JEC(G)， 右 jECli Trig(G))， 则 称 ! 为 列 周 期 函 
数 (Almost periodic function)., 

记 4P(G)={f /ECGCG) 且 7 为 列 周期 函数 }， 由 推论 11 知 ， 
若 G 是 紧 的 ， 则 4AP(G)=C(G). 可 以 证 明 以 下 事实 (证 明 从 略 ) ， 

(1 ) 若 f EC(G)， 则 f lcc) 一 4AP(G). 
( 2) 车 sgE 4P(G)。 则 g 可 以 扩张 成 G 上 的 连续 函 数 j， 即 JE 
C(G). 

(3 )G 就 是 AP(G) 的 极 大 理想 空间 。 
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$7.5 商 群 和 子 群 的 特征 标 群 


G 是 局 部 紧 交 换 群 ， 巨 是 C 的 财 于 群 、 本 节 研 究 商 群 G/H 的 特征 
标 群 G/H 及 H 的 特征 标 群 H. 

定义 5 称 H:= {YEJIT|(x)=1，YxEH} 为 囊 的 零 化 子 
(Annihilator). 

显然 ， 对 于 某 个 因 定 的 xE 互 ， 由 Y(x) 是 (x，7) 的 连续 函 数 知 
{YETT|Y(x)==1} 是 闭 集 ， 所 以 


H:= (| {YET lr(x)=1} 
是 闭 集 ， 

又 H+ 是 厂 的 一 个 子 群 。 事 实 上 , 大 7, €H!+,7; € H+, 则 YY,(x) 
= 一 71(x)7a(x) ,VxEH. 所 以 Y1'7,€H!, 由 于 7Y-1(x)= 二 YC(x)， 所 以 
若 YEH*:， 则 Ym!1(x)€ H+:， 因 此 H! 是 一 个 群 。 

由 以 上 讨论 知 H+ 是 矿 的 闭 子 群 . 

辣 理 ， 若 人 是 忆 的 闭 子 群 ， 记 

N={xXEGI T(xX)=1, YrEA 人 入), 
则 入 ,是 G 的 闲 子 群 。 称 作为 人 的 零 化 子 . 

定理 19 (H+*) ,=H., 

证 ” 若 xEH， 则 对 一 切 YEHt+ 有 7Y(x)== 1， 所 以 xE€ (H+),， 
BHC(H'),., 

老 x 有 H， 考虑 映 出 GG/H， 即 XX)= xH。 若 hE 
G/H， 则 Bor EG ， 由 于 x 《4HH 即 X=zx 六 6， 故 存 在 PE G/H 使 得 
Bx 关 I， 这 是 因为 连续 特征 标 分 离 点 . 

记 ?Y=pBor, 由 于 当 yEH 则 ry=e， 故 在 H 上 7= 工 即 YE 瑟 +， 
且 Y1。。 由 此 知 ， 阁 x 4 有 H， 则 存在 YE 了 HL 使 得 7(x) 汉 1 所 以 x¢ 
(H*),, 即 者 x4H 则 x&(H'),， 故 (H*),CH. 定理 得 证 . 

上 面 考虑 映射 +;,G 一 G/H, 若 BEG/H 则 BorEG， 这 样 ， 引入 
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一 个 GA7H 一 G 的 映射 不 ， 定 义 如 下 | 
1: G/H2G, 
| pm 7p=por. ~ 
下 面 讨论 映射 +， 由 于 x 是 G 到 G/H 的 满 射 ， 所 以 + 是 1-1 的 ， 
事实 上 , 若 xB6 = x B'， 则 Bon=pB'on， 因 为 G/H 中 的 每 一 个 元 妇 
都 可 以 写成 rx， 故 por(x)=Pr or(x)， 即 BCrx) 一 pb (zx),， 所 以 B 
一 请 . 
人 7(B1B:)= (BBs)on= (Bon) (B07)= a(pi) 7 (ps). 
因此 zt 是 一 个 代数 同 态 . 
再 求 +( G/H). 车 8EG/H，#B = Bon， 且 车 x*EH， 则 = 
e， 故 B(xx) 二 1， 即 rp(x)= 1， 所 以 48E H+:， 色 
7(G/H)CH:. 
又 车 YEH:， 寻求 8E G/H， 使 Y B=Y， 由 于 x 是 1-1 的 ， 故 Pp 
是 唯一 的 。 今 定义 为 。 
B(xx)=7(x), z 
这 样 定 义 是 有 确切 意义 的 事实 上 ， 奉 xx= 二 xy， 则 x "!yEH， 故 
Y(Gx 1y) 二 1 即 Y(x) -IY(y)= 1, 所 以 Y(x)= 二 YT(y)。 这 样 一 来 ， 对 
每 个 rE H+ 有 PE hy 因此 
"(GH)= 
以 上 说 明了 是 < 和 上 的 同 构 区 时 再 证 明 灾 是 同 胚 映 
射 。 为 此 先 证 明 以 下 引 理 。 
”下 理 11 H 是 G 的 闭 子 群 ，z 是 G 一 G/ 了 的 同 态 映射 车 Y 是 
G/H 中 的 紧 集 ， 则 在 在 着 G 中 的 紧 集 和 XX， 使 得 xX= 二 Y. 
证 ”以 eg，eq/g 分 别 表示 G 与 G/H 中 的 单元 ,， 令 uw 是 eo 的 一 个 紧 
邻 域 ， 由 于 xz 是 连续 的 开 上 映射 ， 故 ry 是 eovz 的 一 个 紧邻 域 。 
Y 是 GV/ 中 的 紧 子 集 ， 故 存在 x,，x:，…xxE G 使 得 


(J 7 (Xiu) 一 了， 


f=i 
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令 X 一 TYh (UJ (xiu) )， 


由 于 x 是 连续 的 ，7x-!1Y 是 闭 的 。 又 x,u 是 紧 的 , 故 X 是 紧 集合 ， 且 xX 
二 Y， 引 理 得 证 ,。 

G/H 中 单元 e oc2a 的 邻 域 的 基 是 N(Y ,P) 

N(Y, Pp)={B8EG/H|I [A(y)—1|<2， VyEY,Y 是 G/H 中 的 
紧 集 ，D>0)}.。 

Hi 中 单元 ea+ 的 邻 域 的 基 是 N(x， NH: 

N(X,P)N H:={YEH+ IIY(X)— 1 1<Oo，Y x€X,X 为 G 中 的 
紧 集 ，P> 0 }， | 

因为 <，G 一 G/H 是 连续 的 开 映 射 , 阁 X 是 G 中 的 紧 集 , 则 xX=Y 
是 G/H 中 的 紧 集 ,又 给 定 YEH', 存 在 B EG/H 与 之 对 应 。 放 给 定 
N(X,P), 取 Y 二 xXX,B(y) 二 onx 二 zp(X)，, 则 必 有 N (Y ,0) 与 之 对 应 。 

反之 ， 在 G/H 中 给 定 N(Y ,P)， 由 引 理 11 知 ， 对 于 紧 集 Y， 有 紧 
集 XCG， 使 < 和 一 了 ， 又 对 于 PEG/ 7 二 B(xx)。 于 是 得 到 HH! 中 
的 N(X,P) 与 N(Y,P) 相 对 应 ,所 以 7T 是 同 凸 映射 ,由 此 有 以 下 定理 , 

定理 20 五 是 局 部 紧 交 换 群 如 的 奈 子 群 殉 是 GG/H 的 同 态 映 
射 ， 则 7 :B= pon 是 G/H 到 H* 上 的 同 构 同 胚 映 册 ， 即 

G/HEH!. 
这 个 定理 说 明 南 群 G/H 的 对 偶 群 是 G 的 对 偶 群 的 一 个 闭 子 群 。 
由 对 侦 定 理 知 ， 在 4 是 三 的 闭 子 群 ， 则 
T/A 4 (将 其 看 成 入 的 子 案卷 为 4)。 

阁 取 /1=H:!, 则 得 /HH z 、 

又 车 a: G1 一 Gs 是 拓 朴 同 构 ， 即 G, 衬 G，， 自然 引出 全, 全 一 
G，， Ys 一 Q7Y, 定 义 为 

人 人 (Qa7,)g1=7,(ag1), (g.€G, ag1& GG:). 
于 是 G, 衬 Gi， 即 两 个 特征 标 群 拓 扑 同 构 ， 因此 由 G/H 涯 及、 太 
TIHi<H, 得 ”G/H HR 及 TI/H!SH. 

综 上 记述， 得 到 以 下 结论 ， 
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者 G 是 局 部 轰 交 换 群 ，H 是 G 的 闲 子 群 ， 则 I 次 群 G/ 且 的 特 征 标 
群 G/H 是 G 的 一 个 闲 子 群 H:， 而 子 群 瑟 的 特征 标 群 下 是 特征 标 群 G 
的 商 群 G/H， 

定理 21 右 H 是 G 的 闭 子 群 ， 则 H 的 每 一 个 连续 特征 标 都 可 以 
扩张 成 G 的 连续 特征 标 。 即 若 2E H， 则 存在 YE G， 使 得 ?| rz 一 
Ld 

证 因 互 /H+ 知 ， 车 9 E 息 ， 在 9 的 傍 集 中 任 取 y 有 7 有 :一 
wp。 由 下 :的 定义 知 ， 当 xE 百 时 ，Y(X) 一 9(x)。 故 YEG 且 Y| 5= 
定理 得 证 。 

对 偶 定 理 ， 商 群 与 子 群 的 特征 标 群 对 研究 局 部 紧 拓扑 群 G 的 性 
质 有 着 重要 的 作用 。 例 如 可 以 由 G= 忆 的 性 质 反映 G 的 性 质 ， 同 样 
由 厂 三 G 的 性 质 也 可 以 反映 厂 的 性 质 ， 

例 阁 G 是 紧 交 换 群 ， 则 G 是 连通 的 当 且 仪 当 工 是 非 挠 的 (tor- 
sion-free) (BPY 2,， 则 Y 2,， Vn EN), 

证 先 用 反 证 法 证 明 充 分 性 , 

奉 G 是 非 连通 的 ， 则 存在 4CG，g zxA4:#G。 且 4 是 又 开 又 闭 
的 。 因 A 是 闭 的 ，G 是 紧 的 ，ACG， 故 4 也 是 紧 的 ,又 4 是 开 的 ， 
由 § 6.1 拓 扑 群 的 性 质 8 知 

H={xE€G IxACAHxXx .!'AC A)} 

是 开 的 。 显 然 e€E 昌 ， 且 由 于 A 到 G， 故 HG，H 是 G 的 真 开 子 群 . 
事实 上 ， 右 x,yEH， 则 (xy)4=x(yA&)CxACA， 又 若 x*E 则 x 
EH， 故 (xy)-'!ACA，。， 所 以 xy EH., 

由 于 HH 是 开 于 和 群 ， 研 究 商 群 G/H,， VCG/H 是 开 集 是 指 x-!'V 是 
开 的 ， 又 x-!(e ) 二 昌 ,， 故 { e } 是 开 集 ， 同 时 G/H 是 离散 的 . 

又 由 定理 3 知 开 子 群 也 是 闲 的 ， 故 H 是 闭 的 ，#: G 一 G/H 是 
连续 的 。 由 于 G 是 紧 的 ， 所 以 G/H 也 是 桑 的，G/H 是 离散 的 又 是 紧 
的 ， 故 G/H 是 有 限 的 ， 因 此 G/H 是 有 限 的 . 但 因 G/H 并， 所 
以 厂 包含 了 一 个 非 平 凡 的 有 限 子 群 鼠 !。 奉 YE 了 :县 7 有:， 由 于 并: 
有 限 ， 必 有 kEN 使 TY'=e， 故 厂 不 是 非 找 的 .充分 性 得 证 ， 
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下 面 再 用 反 证 法 证 明 必 要 性 . 
奉 太 不 是 非 挠 的 ， 则 存在 YE P，7 %; 昌 有 nEN 使 Y= 二 e， 所 以 
Y(GJC{TzE7T 2 一 1 
因此 Y(G) 是 不 连通 的 ， 又 由 于 Y 是 连续 的 ， 故 G 也 是 不 连通 的 ， 必 
要 性 得 证 


87.6 结构 定理 


定义 6 ”4 是 交换 群 ， 若 对 每 一 个 aeE A 及 每 一 个 .EE N， 存 在 
者 x€ A 使 得 nx=a， 则 称 A 为 可 除 的 . 

例如 RR， 牙 ，C 都 是 可 除 的 ， 

引 理 12 ” 设 B 是 交换 群 ，4 是 3B 的 可 除 子 群 ，z 是 B 一 B/4 的 同 
候 喘 射 ， 则 存在 B/A 一 8 的 同 态 喘 射 vc， 使 得 

To0= 1dp/4, 

其 中 符号 idz 表 示 集 合生 上 X 一 和 的 恒 等 映 射 ， 

证 设 J 为 B/4 的 子 群 ，p 是 J 一 了 3 的 同 态 映 射 ， 使 得 rop= 
id ,. : 
取 wE€ B/A\NJ， 作 7, 二 {VV 十 mul VEJ，m€2Z}, 若 能 证 明 存 在 
J. 一 B 的 同 态 映射 p,， 使 得 

To00D. 一 idy 。， 

且 p, j= pp, 
则 利用 Zorn 引 理 ， 世 可 证 明 引 理 ， 

取 x 二 Xx"!1(w)， 分 两 种 情形 讨论 ， 

情形 一 。 在 对 一 切 4&EN ,nu 革 J。 这 时 J 中 元 素 的 表现 形 式 是 
唯一 的 ， 事 实 上 ， 帮 VV 十 m/w 二 V 二 mu， 县 m!' 之 m， 则 站 一 “一 
(m’—m)u, XV—V' ET, (m—m)ugy, UV =V, m’=m. 

现 定义 P, 如 下 : 

pV+mu)=p(V)+mx., 

则 Pp, 是 7, 一 B 的 同 态 映射 ， 且 
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ro0(V 十 At) 一 Top(V) 十 miTX 一 十 MU 
即 oP,= idy,, 
且 显 然 p. | ,一 0。 
情形 二 ， 知 存在 kEN 使 FLEJ , 且 设 K 是 使 KUEJ 的 最 小 整数 : 
即 大 1 ?7 二 则 ru J 
因为 xx=t， 所 以 
x(kx—p(ku)) 二 ku 一 ku 二 Og 1a(B/A 中 的 零 元 素 )， 
这 表明 kx 一 PpP(ku) EA。 又 A 是 可 除 的 ， 故 存在 y€ 4A, 使 得 ky 二 kx 一 
p(ku)， 吧 
k(x—y)=Pp(ku), 
现 定 义 D, 如 下: 
p,(V+i+mu)=Pp(V)+m(x—y), 
这 样 定义 的 Pp, 是 有 意义 的 、 事 实 上 ， 若 V' 十 m’ w= 二 V 十 mu， 不 妨 设 
m’ 之 m， 则 V 一 V 三 (m 一 m)wu。 设 
m —m=Ik+r, I 之 0, 0 <r<k, 
因为 VY 一 YEJ， 故 (mw 一 mu 二 (Ik 十 r)uE€J， 又 ku€J， 且 k 是 使 
ku€7 的 最 小 整数 ,所 以 7 = 0 , 即 m 一 m 二 IK。 因 此 V=V 十 lku. 
于 是 z 
PpP(V)=P(V’ iku)=P(V’ )+1P(ku)=P(V’ )+Ik(x—y). 
p(V)+m(x—y)=P(V’)+ (ktm) (x—y)=P(V’ )+m’ (x—y). 
显然 ， 以 上 定义 的 P, 是 .一 3 的 同 态 有 映射 ， 且 
zp (YY 十 Hu) 一 rop(V) 十 Inr(CX 一 》)。 
因为 vYE4，ry== 0， 且 xx 二 Kn， 所 以 
x op (Vimuw)=Vimu, 
即 T op,=1d,),, 
且 p, | 一 P 
由 Zorn 引 理 ， 可 以 找到 是 B/4 一 B 的 同 态 上 映射， 使 得 x ec= 
ids /4， 县 0 是 1~1 的 ， 引 理 得 证 ， 
进一步 可 以 验证 o(8/A) 门 4={0},，o(B8/4)+A=8， 事 实 
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上 ， 若 aeEco(B/4) 站 4， 则 aEA 故 rae==0， 又 aEo(B/A)， 存 在 
u€B/A 使 4 二 ou。 所 以 za=r(ou)=w， 即 4 二 0sm。 因 此 a = 
O08 /4= Os8, 即 o(B/A)N A={0}., : 

任 取 bE€ B， 则 b= 二 oco(x5) 十 (b 一 ox(b)). 而 

nn(b~—on(b))=nxb—xb=0, 
所 以 ?一 cz(b)E4， 即 了 B=c(B/4A) 十 4. 

由 此 得 B 兰 AX(B/A)， 

定义 7 G 是 局 部 紧 的 可 交换 群 ， 若 X 是 G 的 子 集 ， 且 G 中 没 
有 包含 XX 的 真 闭 子 集 ， 则 称 G 是 由 卫生 成 的 ， 或 称 卫 生成 G。 GG 
是 由 紧 子 集 生 成 的 ， 则 称 G 为 紧 生 成 的 ， 若 G 是 由 有 限 子 集 生 成 
的 ， 则 称 G 为 有 限 生成 的 ， 若 G 是 由 单 点 子 集 生 成 的 ， 则 称 G 为 单 
一 的 (monothetic)，, 

定理 22 若 G 是 单一 的 ， 刚 G 作为 拓扑 群 或 同 构 于 Z ， 或 为 紧 
的 . 

证 若 G 是 离散 的 ， 则 或 者 G 是 有 限 的 , 或 者 G= Za, a€G. 
今 a<-> 1 ， 则 G 同 构 于 2Z， 

若 G 不 是 离散 的 。 由 于 G 是 单一 的 ， 故 存在 4€G, 使 G= Z a， 
现在 证 明 G=N a ， 只 需 证 明 若 KEZ,K< 0 ， 则 kaE Na. 

取 0 的 对 称 邻 域 吧 ， 则 友和 fk, 一 00，a，… 一 Ko 是 非 
空 开 集 ， 又 Z 4 二 G， 所 以 WN (ka ,一 0 0 ,4a,…7ka} 必 与 Za 相 
交 ， 即 存在 4€Z， 使 

naEW、\ KK 一 0 0 ,a,..,~—ka}, 

昌 |n | 之 一 k。 由 于 多 是 对 称 的 ， 故 存 在 g>> 一 kK， 使 poE 了 到 ， 所 以 
ka+W3nat+ka 二 (n 十 k)a， 又 ka 十 W 是 ka 的 邻 域 ， 且 ka 的 任 一 邻 
域 ka 十 U 有 ka 十 U0 二 ka 十 WW， 故 ka 十 U3 (n+k)a,， 又 n 十 k>>0。 即 
n 十 kCN。 因此 ka€N a. 
” 邻 V 为 0 的 紧邻 域 ， 任 取 yEG， 则 

(y 一 VNa PO ，(y 一 V 为 y 的 邻 域 )， 
即 存在 nEN， 使 hh Ey 一 V， 山 yEV 十 ra。 所 以 
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六 
G = {V+na). 
同 理 一 y 十 V 3na(nENWN), 所 以 yEV 一 na， 邵 
G = {J (Vv~no). 


V 是 紧 的 ， 故 存 在 N EN ,使 得 VC 【](V 一 na). 取 xEG,， 


由 于 G = 【 (V+na)， 则 必 有 kEN 使 得 XEV+ka, 又 VC 


办 刘 生 


LU (vy-no), 所 以 

XEV—nat+ka=V+(k—n)a, 1E{L，2，…，N，}. 
以 上 说 明 ， 若 xEY 十 Ka， 则 xEY 十 (K 一 2)a。 即 可 以 缩小 K. 记 天 ;== 
min{1EN lxEV+1a}, 则 k,<N, 于 是 Gc 【J (w+na)， 因 此 


m1 


G 是 紧 集 .证 毕 ， 
例 C 是 又 群 ， 则 G 是 单一 的 充分 必要 条 件 是 三 是 Te 的 子 群 ， 
其 中 六 表示 取 离 散 拓扑 的 单位 圆周 . 


证 若 G 是 单一 的 ，G= 二 Za, G 由 a 生成 ,， 则 YE 丁 必 出 
Y(a) 决 定 , 奉 7Y(a) 二 a,，7Y’'(q) 二 6， 则 (YY')(a)=aB, 故 Y 一 
et 

是 紧 的 ， 则 工 是 离散 的 ， 所 以 工 是 六 的 子 妊 . 

反之， 者 夏 是 TT 的 子 群 ， 则 G= 六 兰 克 ,/ 太 :由 $7.4 讨 论 知 给 
矿 以 离散 拓扑 ， 记 作 厂 ,， 则 Tf。 = Gi G 是 G 的 Bohr 紧 化 ， EA 
射 B:G 一 G， 即 B86 (x)7=7(x)， 有 B(G) =G .由 此 知 本 ,二 
即 G 一 Z]/ + 

由 映射 B，Z 一 Z。 知 Z 由 BpB(1) 生 成 ， 即 Z 是 单一 的 . 又 
nT: ZZ/T+, 故 xB(1) 生 成 商 群 必 / 厂 ， 所 以 G 兰 Z] 太 :是 单一 
的 ， 
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由 以 上 讨论 知 T 是 单一 的 ， 事 实 上 站 = Z， 而 Z 是 7 的 一 个 子 
群 . 

定义 8 G,、G, 是 拓扑 群 ，U 是 0€G, 的 邻 域 , 若 存 在 着 上 U 到 
0€G; 的 邻 域 上 的 同 有 眶 映射 9 ， 使 得 对 一切 x,y€EU，x 十 YEU 有 
V(x) 二 9(X) 十 9(2》)， 则 称 G ,局 部 同 构 于 G，， 

局 部 同 构 是 一 个 等 价 关 系 。 邵 

(1 )G 局 部 同 构 于 G( 自 反 性 ) ， 

( 2) 行 C: 局 部 同 构 于 G:， 则 G， 局 部 同 构 于 G，( 对 称 性 ) . 

事实 上 。 夺 U 是 0€ Gi 的 邻 域 ，9 是 U 到 0€G, 邻 域 上 的 同 胚 
映射 ， 令 wi 是 0€ G1 的 邻 域 ， 使 得 wi 十 wCU， 取 ww; 二 p(wi)， 
将 92 限制 在 w。 上 记 作 y， 浊 Ww,: 是 0EG, 的 邻 瑾 ， 且 乡 是 Ww， 到 Wi 
上 的 同 胚 映射 ， 若 x,yEw, 且 x 十 yEw;s, 则 (Cx),， yy(y)EwicU 
Hy(x)+P YEW TwCU, 故 x+ y==p($(% ))+o(p( 7 ))= 
Eb 
于 G:， 

(3 ) 若 Gl 局 部 同 构 于 G，， G;, 局 部 同 构 于 Gs， 测 Gi 局 部 同 构 于 
Gs 《传递 性 ) . 

例如 ， 若 互 是 交换 群 G 的 离散 子 群 ， 则 五 是 闭 的 ， 且 G 局 部 同 
构 于 G/H. 

事实 上 ， 五 是 离散 的 ， 显 然 H 二 有 H。 对 于 0€G 可 以 找到 一 
邻 域 使 UH={0}， 于 是 x:，U 一 xU 是 1-1 的 且 为 开 连 续 映 射 ， 
所 以 G 和 G/H 局 部 同 构 ， 

定理 25 着 拓扑 群 G 局 部 同 构 于 R”"， 则 G 包 含 一 个 开 子 群 G，， 
Go 拓扑 同 构 于 T”XA"-”"、 即 

GeT" XR ( 0 men), 

证 G 局 部 同 构 于 尺 ", 民 "也 局 部 同 构 于 G， 则 在 R" 中 存在 包 合 
0 的 开 球 口 ， 在 G 中 存在 0 的 开 令 域 Y， 及 同 旺 映射 9 UV， 
使 得 当 x,y; x 十 yEU 有 (x+y)= 二 9(x)+9( 3 )., 

XE R*， 存 在 DEN 合 得 x/pEU， 若 x/q EUV0， 则 
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ws)- pp (OE)=0a0 (2 ), 


ar(2)=ar 了 一 pqg9 (a) : 
所 以 可 以 如 下 定义 映射 DP:R" 一 G,， 
/ (=p8 (到 


显然 玫 是 一 个 代数 同 态 。 事 实 上 ， 若 x,yE 民 "， 取 p 充 分 大 使 
bb 2 EU， 则 


4) (+2), 


所 以 D(x+y)=0(x)+D(y). 
又 9 是 同 胚 映射 ， 故 瑟 是 连续 的 开 上 映 射 , Blv==9. 即 B RR 一 
PDR" ) 是 太 到 DBD(R") 上 的 代数 同 态 伟 且 为 连续 的 开 上 映射 由 第 六 章 定 
理 7 知 
G(R’')SR' /ker®. 
DPD 是 开 映 射 ， 故 DP (KR") 是 G 的 开 子 群 ， 取 Go 二 DB(R")， 则 
Geak" /ker® 
的 是 同上 是 映射 ，2(0 )= 0， 故 ker@MhO=(0}， 即 Ker 瑟 是 离 
若 遇 是 KR' 的 离散 子 群 , 则 R*/H=T"XR*'-"(0 过 mn). 这 可 
由 归纳 法 证 明 , 事 实 上 ， 当 n= 1，H 宕 Z, 则 R/Z 守 T。 再 证 nn 之 
1 结论 成 立 ( 读者 自 证 ). 
由 以 上 事实 知 R"/ker6 衬 Tx R"**”"， 即 
. GT”"xR' …, 
推论 12” 若 G 是 连通 的 , 且 G 局 部 同 构 于 R', 则 G 守 T”XR 
( 0 <m<n ). / | 
证 车 G 是 连通 的 ， 则 G 的 任何 一 个 开 子 群 也 是 闵 的 ， 故 只 有 
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Go,=G， 所 以 G 守 TT ”Xx R'-" z 

定理 24 G 是 局 部 紧 交 换 群 昌 为 紧 生 成 的 ， 则 G 上 共有 闭 子 群 G。 
拓扑 同 构 于 Z"(m 之 0)， 且 使 得 G/G, 宇 G/Z" 是 紧 的 . 

证 G 是 紧 生 成 的 ， 故 有 紧 集 KCG， 使 Kk 所 生成 的 子 群 (K) 在 
G 中 是 秽 密 的 , 即 ( KK)==G。 取 J 二 KU( 一 K), 则 J= 一 J 且 [J 了 一 G， 
即 G 可 由 对 称 紧 集 生成 车 取 U 是 0€G 的 紧 对 称 邻 域 , 令 V = 二 JUD， 
则 (V)=G。 这 说 明 G 可 由 单元 0 的 对 称 紧邻 域 生成 ， 取 定 V 后 ， 令 
Vi=V, Va=V+tV= U(x+tV), Vrr=V,HV, 则 (Jv, 是 Vv 所 


全 于 了 


生成 的 最 小 子 群 ， 因 Y 是 非 空 的 改 TJV， 是 非 空 的 . 又 开 子 群 
一 定 是 闭 的 ， 所 以 


Uv.=¢. 
Vs, 是 骏 的 ， 故 存在 X11，Xxs，…:， xs € G， 使 得 
V,C Ut ). 


WH,= (x,)= ZXx, 即 及 ,是 由 生成 的 ， 记 H=(x1 ,x3 ) = {Cixi 十 
… 填 Coxil ccEZ}, 即 妃 是 有 限 生 成 的 ， 显 然 
Y +HOV,, V+tHOV,. 
又 三 V.CV 十 H， 则 V ,1 二 V,+VCV 二 Hi+V=V, 二 HCV-+HIH 
二 V 十 H， 所 以 对 一 切 n 有 V,CV 十 H， 故 
G=V 二 +H, 
下 面 分 两 种 情形 讨论 ， 可 
情形 一 。 若 H(i 二 1，2，…，p) 都 是 紧 的 ， 则 百 是 紧 的 ， 故 
G 二 V 十 互 是 紧 的 ， 此 时 取 m= 二 0 。 定 理 得 证 . 
情形 二 。 车 G 不 是 紧 的 ， 则 存在 i(1<i<p)， 使 于 不 是 紧 的 ， 
又 Hi; 是 单一 的 ， 由 定理 22 知 | 
HZ, 
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又 H; 是 离散 的 ， 故 H, 一 H, 人 空 Z， 

这 就 说 明 ，G 二 VV 十 H,，V 是 紧 的 ,H 是 G 的 子 群 且 为 有 限 生 成 
的 ， 奉 G 人 不 是 紧 的 ， 则 H 必 包含 一 个 G 的 闭 子 群 与 Z 拓 扑 同 构 ， 
又 有 是 有 限 生 成 的 ， 由 归纳 法 知 ， 在 在 一 个 最 大 的 mm 之 0 ， 使 得 五 
包含 一 个 G 的 闭 子 群 与 Z" 同 构 , 

青 考 虚 G/Z"。 设 x 是 G 一 G/2Z" 的 同 态 上 映射，7 是 连续 的 开 鼎 
射 ，G = 二 VV 十 H， 所 以 xG 二 xV 十 xH,， 有 nV 是 紧 的 。， 这 样 一 来 
TG 又 可 写成 紧 集 合 xV 与 代数 群 4H 之 和 , 故 可 将 以 上 对 G=V 十 H 
的 讨论 再 一 次 运用 到 rG 上 ， 

若 XG 个 紧 ， 则 # 瑟 中 一 定 包含 一 个 7G 的 闲 子 群 与 Z 同 构 ， 但 由 
以 上 mm 的 选择 知 这 是 不 可 能 的 ， 故 xG 是 紧 的 。 又 7G= 二 G/Z”， 所 
以 G/ 2 "是 么 的 ， 定 理 得 证 ， 

定理 25 ”每 一 个 紧 生 成 的 、 局 部 紧 的 可 交换 群 G ， 拓 扑 同 构 于 
ZIX 玉 XC， 即 

GZ’xR' XC, 
其 中 p 之 0，,，n 之 0，C 是 紧 的 可 交换 群 ， 
证 G=T. 由 定理 24 知 ， G 包 含 一 个 团子 群 Z". 令 D= 
ZZ"， 则 由 定理 20 知 , 群 Z" 的 特征 标 群 为 G/Z” . 即 
Z"ger/D, 
~ DeT/D,=6/Z". 
又 人 =7, 故 ZrsTn .又 T"R"/Z"，Z" 是 R" 的 离散 子 群 ， 由 定 
义 8 后 的 例题 知 R"/Z" 局 部 同 构 于 R", 所 以 由 
rT/DSZ"~T"~R"/Z" 
知 丁 /DD 局 部 同 构 于 R”. 、 

由 定理 24 知 G/Z" 是 暴 的 ,D 衬 G/Z”, 故 DD 为 离散 的 , 即 D 为 厂 的 
离散 子 群 。 所 以 工 /D 户 部 同 构 于 厂 ， 由 局 部 同 构 的 传递 性 知 ， 栈 局 
部 同 构 于 R" .由 定理 23 知 厂 包含 一 个 开 子 群 厂 ,， 上 

TET?x R"-?, (<p<m). 
由 此 知 , 工 , 是 可 除 的 ,由 引 理 12 知 ,存在 厂 / 广 ,一 丁 的 同 态 映射 0 ， 

. 300 ， 


TO 一 1drvre， 


其 中 是 太一 三 /的 同 态 映 射 ， 且 


TT ,XxT/T,. 
又 G=T,， 故 G ST, x T/T ,ST x R"-? 2? x R"-?, 
所 以 GZ?x R"-?x TIT,. 


又 帮 , 是 开 的 , 故 / 厂 ,是 离散 的 ,所 以 T/T 厂 , 是 紧 的 ， 令 C= 


T/T",， 得 
GZIxR' ?XC, 


再 令 m 一 p= 二 n 之 0， 得 G 守 Z ?Xx R*XC, 定理 得 证 ， 
推论 15 ”有限 生成 的 可 交换 群 ， 必 为 整数 加 法 群 和 有 限 交 换 群 
的 直 和 。 
证 若 G 的 拓扑 是 离散 的 ， 则 紧 生 成 即 为 有 限 生 成 ， 故 由 以 上 
定理 知 
CsZIXC 
且 C 是 紧 的 必 为 有 限 的 ， 


定理 26 《局 部 紧 交 换 群 的 基本 结构 定理 ) 每 一 个 局 部 紧 交 换 
群 G 都 有 一 个 开 子 群 G, 拓 扑 同 构 于 R"x C， 其 中 m 之 0 ，C 是 一 
个 紧 的 交换 群 

证 G 是 局 部 紧 的 , 令 V 是 0 EG 的 紧 对 称 邻 域 ，Vi= 王 了 ,yi= 


Y, 十 Y. 且 令 G: 二 上 JV,， 则 G, 是 G 的 开 子 群 ， 且 G, 是 由 V 生 成 


的 ， 故 G 为 紧 生 成 的 ， 由 定理 25 知 
GZ XR" XC, 

因此 G, 包 含 一 个 开 子 群 G。， 县 
GR XG, 

G, 显 然 是 G 的 开 子 群 。 定 理 得 证 ， 
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